﻿ Cafeniu diferențialii și integralii ? Această ăntSie fasciculă conține Calculul diferențialii propriu (Jisu și aplicațiunile sale analitice A duoa fasciculă care se află sub presă și cu care se va termină volumele ăntSiu va conțină aplicațiunile geometrice ale Calculului diferențiala www dacoromanica ro CALOULU DIEERENȚIALU compunu sciința calculului diferențialu și acestor noțiuni ne va formă obiectul pri- Cănd o câtime nu poate ave decât a sin- Introducere Precuih in celelalte părți ale matematicelor așa și in partea de care avemu a ne ocupă, sunt o sumă de noțiuni, pre cari, in privirea rolului ce joacă in sciință, este necesara ale cunoasce chiar de la inceputu, pentru a pută urmări fără intrerumpere, espunerea diverselor teorii, cari integralu Espunerea melor lecțiuni Difinițiuni gură Paloare in totu cursul calculului in care figurează, atunci asemenea câtime se numesce constantă și se inseamna prin una din literile inițiale ale alfabetului: a, b, c, d, c Cănd o câtime poăte priimi unu șira de valori diferite in calculul in care este introdusă, atunci unei aseineni câtimi i să dă nume fle variabilă, și se insCamhă &e brdinJru ^rin unâ din literile finale ale alfabetului ж, у, h Cănd valoarea unei câtimi depinde db valoarea altei 1 www dacoromanica ro 2 cătinii, care poate varia intr’unu modu arbitram, atunci se dice că acea câtime este funcțiune de câtimea variabilă si se inseamnă prin una din notațiunile F (x), f (x), у (x) Literile F; f, representăndu caracteristica sau forma func-țiunei, și x, câtimea variabilă, căreia i se dă in acestu casa nume de variabilă independinte, pentru că variațiunile sale sunt presupuse a fi independinți de ori-се altă dătimet Așa de esem-plu aria unur cercu este o funcțiune de radia, fiindcă are de măsură espresiunea nx1, in care « represintă raportul cir-conferinței la diametru și a1, radia cercului Lungiipea unei vergel? metalice este funcțiune de temperatură, pentru că va-riindu temperatura variază și lungimea vergelei Este ansă posibilu ca valoarea unei câtimi se depindă in acelașu timpu de valorile a doue, trei sau mai multe câtimi variabile, cari potu varia intr’unu modu independinte una de al-, ta, atunci o asemenea câtime se dice funcțiune de doue, trei sau mai multe variabile independinți și se insamnă prin una, din notațiunele F (x, y), f (x, y, z), de espresiune productul perimetrului prin jumatatea apotqmei; insemnăndu această arie prin A perimetrul prin p și apo-tema prin a, vomu ave: A^p4 Această ecualîtate esistă or-care ar fi numărul laturilor poligonului inscrisu; ansă cănd acestu număra cresce din ce in ce mai multu, aria poligonului tinde cătră aria cercului perimetrul seu cătrătperimetrul cercului adecă cătră circonferință și apotema sa cătră rada cercului, prin urmare vomu ave: Іііщ іДНЪіпъ (pif)x Adică limita ariei poligonului inscrisu sau aria cern» Iui este ecuale сц limita productului ’ formatu dă operimetrab ppligonului prin jumatatea apdtemei sale- Principiul ce amu eSpnsu formează baza metoadei Іітн' telor, de care vomu face unu mare uSii Trecemtf actnwJal demonstrarea câtorva teoreme, ce servescu acestei metoade Teorpmul L Limitea unei sumi de ctitimi variabili in nwntâru finita este ecuale cu suma algebrici a limitelor lori Fie x, y, z u, v câtimile variabili și a, b, c g, h, limitele lor respective Variabila x, de esemplu avăndu www dacoromanica ro -de limită câtimea e, va fi in toate stările de mărime prin ‘ёагё trece, mai mică sau mai mare decăt limita sa, după cum tinde cătră această câtime crescSndu sau scă^ăndu; prin -flrpoaj’e уощи putâ scrie: a fiindu o câtime care tinde cătră zero, când x tinde cătră a Făcăndu aceleași raționamente asupra fie-căria din variabilele considerate, vomu fi conduși a scrie: Se cere să demonstrămu ca Lim (a+/?+/+d+* 4-19-)= Lim adecă că putemu iiilocui cătimelea/îyd ,& prin fc, fi yf Fehtru aceasta e de ajunsu a consideri raporturile te /î / d t & a't ft’ 8, e, pe cari le presupunemu așezate in brdinu de mărime crescătoare, așa incăt să fie raportul celu mai micu și raportul cehi mai mare: vomu ave de o parte а & b=^a,a a & 7>7,~ de alta parte a & d>ă,a a & de unde -(®-К?4'У+^41 4 i?) (a,4"(4/-p7j4-d(+ , («4-/î+/+d+ j > 4-^) > a, ’ &, de limită unitatea, urmează ca și raportul - («,+£+?,+ +w) in care p este o câtime finita și w o câtime infinită de mică Această espresiune satisface la difinițiunea-infinitului de micu de l-a ordine; căci raportul ei la infinitul de micu principalu are de limite o câtime finită p Unu infinitu de micu de ordinea or-carei« se'va representa de asemene prin espresiunea «“ (p-l-w) fiindcă raportul seu la infinitul de micu principalu, este unu infinitu micu de ordinea (n—1), Ceia ce satisface ăncă lă definițiune Lecțiunea II Teoria elementară a Seriilor Diftnițiuni O Serie este unu șira de cătimi ih mimbru infinitu, câni se derivă ’ una din alta dnpă o lege determinată Cătimele ce compunu acesta șiru se nnmeseu terminii seriei, și sg insamnă de ordinariu prinliterile U\, U3 >Un, Un4-! ' Cănd considerămu n termini din serie, suma lor o insem- www dacoromanica ro 14 nămu prin Su, și valoarea colectivă a terminilor ce remănu prin Ra, așa incăt insemnăndu prin £ valoarea totală a seriei, această valoare putenduune ori deveni infinită, vomu аѵё: S=Sn+ Rn; $n=Ui+E^+ 14+ + Un; Cănd n crescendo indefinita, suma Sn tinde cătră o limite 5 finită și determinată, atunci seria se tlice converginte; in cașul contrariu, cănd cresce indefinitu impreună cu n, seria se ^ice diverginte Cănd Sa, fără a cresce indefinitu impreună cu w, nu tinde cătră o limită determinată, atunci seriei i se dă numele de serie nedeterminată De esemplu terminii a, aq, aq*, aef aq"'1 ai unei progresiuni geometrice a căreia rațiune este q și celu ăntăi terminu a, formează una din seriile cele mai simple Dacă rațiunea q este I, atunci seria formată de terminii progresiunei este diverginte In adeveru scimu că suma $n a terminilor progresiunei a: aq: aq*: ‘ aq"'1 este £ = a care tinde cătră limita —~ q—1 1—q sau devine mai mare decăt ori-се cătime dată, după cum q este ^1 Ănsă seria 1—14-1—1+1—1 + 1 este o serie in-determinată fiindcă suma devine ecuale cu zero sau cu unitatea după cum n este păreche sau nepăreche Utilitatea seriilor consiste in mijlocul ce ne oferă de a determină cu o aprocsimațiune indefinită mărimea cătimelor, » cărora valoare esactă nti putemu аѵё; de aice consecința, ■că aeriele% de caii avemu nevoe, sunt șcriele -eonverginți, www dacoromanica ro 15 fiindcă, numai ele potu represinta cătimi finite și determinate Trebuc dară a studia proprietățile acestor serii pentru a le putea recunoasce, destinge de seriele diverginți și indeter-minate, a cărora usu poate să ne inducă in eroare Condițiuni necesare ale serielor converginți I In ori-се serie converginte terminul generalu UB tinde cătră zero, cănd numerul n cresce indefinita Fie S limita cătră care tinde cănd n cresce indefinita; cu alte cuvinte S represinta valoarea finală a seriei converginte I se mai dă ăncă și numele de suma seriei Avemu: 8n+Ra=S Schimbăndu pe n in (w—1) vomu ave de asemene scădendu aceste ecualități membru, cătră membru ni va veni Sn—^n i 4* Rn—Д-і=0 sau l/n+An—Rn ,=0 Ans6 cănd n cresce indefinita resturile I?n și J?n i tindu cătră zero, prin urmare vomu ave Lim Un=0 ceia ce voiamu a arata II In ori-се serie converginte suma unui numSru oarecare de termini ăre de limită zero, cănd rendul celui dănteiu terminu alu acestei sumi cresce indefinita Represintăndu prin suma celor antei (n+p) termini ai seriei și prin RntP restul corespondinte avemu : + Anxp =& Ansă avemu de asemene Sa+Ra~S de unde 'S'n-p— ^n+Rn-j-p —Ra—0 sau t7nj ! -}- 4- -|- Knxp—Rn=0 de unde Lim (Z7nfl 4- 4- 4- fiindcă atat restul 2?Btp căt și Rn tindu cătră zero, cănd n devine mai mare decât ori-се питёпі data Resumăndu aceste condi-țiuni, putemu (Jice că in or-се serie converginte^ terminii www dacoromanica ro 16 incepăndu de la unu răndu îndestul de depărtatu, mergu de-crescendu indefinitu așa, incăt suma unui numeru or-care determini tinde cătră zero, cănd rândul celui dănteiu cresce indefinitu Pentru a ne asicurâ de convergința unei serii mijlocul celu mai simplu este de a o compara cu o serie conver-ginte cunoscută sau cu o progresiune geometrică descrescătoare Dacă terminii aceștia sunt respectivii mai mari de căt ai seriei propuse, atunci suntemu siguri că seria propusă e converginte Anse acestu mijlocu e rare ori aplicabila, de aceia suntemu conduși a ne servi de regule mai generale pentru recunoascerea converginței serielor —Aceste regule sunt conținute in teoremele următoare : Teoremul I O serie este converginte, dacă raportul unui terminu la precedintele seu remăne neincetatu mai micu decăt unu numeru K К > 1 atunci seria ar fi diverginte, fiindcă terminii sei ar fi res- pectivu mai mari, decăt acei ai unei progresiuni crescătoare, adecă ai unei serii diverginți Teoremul III O serie este converginte, cănd terminii sei, incependu de la unu răndu oare-care, mergu decrescendu indefinitu și sunt alternativu positivi și negativi Fie ^Zt+ + ІЛ + + U-a-1 Un + + U „J-3 + • seria propusă, acăreia termini satisfacu la condițiunile : ^li|l Ua ^1 Un^3 Unj 2 sau Ua> Z7ni3 • • • Fie Sa suma celor ăntei n termini; vomu ave insem-năndu prin p unu numeru or-care mai mare decăt n: S =Sn+(Unn - J7nt2)+(C7nt3 - ) + +(и,-!- tQ Vedemu mai ănteiu că Sf>Sa fiindcă valorile tuturor parintesilor sunt câtimi positive Anse Sp se mai poate seri in modul următoru: sp=sn+ rn+1 -(Un,2 - U^)-( Гр 2 — Î7p i)— ceia ce ne arată că Sp Ut+U2 4U3 3> U3+U4+U6+UG 8U7 > U7+U8+ +U14 16U15> U16+U1G+ +U30 De unde: ио+2и7+4из+8и7+ i^U^+Uj+Ug +U3+U4+ ceia ce arată că dacă seria (3) este diverginte, seria (4) va fi de asemine diverginte Nota Acestu teoremu ne dă mijlocul, cănd o serie este propusă, de a formă o altă serie, acăreia convergință sau diver-gință o putemu mai ușoru recunoasce, și prin aceasta ne pune in posibilitatea de a conchide despre insași convergință sau divergința seriei date Fie de esemplu seria: (6) 14-—H——4—-—1-—+ —-—I——+ aplicăndu re- 2" 3" 4" 5" б" 7»‘ 8'* gula de formare a seriei (4) vomu căpătă seria: 16 16f‘ sau saul + 21 f^+41 ^-l-S1 ^H-161 l-fi 2 (1-p) 3 (1-M) 4 (1-p) sau ăncă (7) 1+2 +2 +2 +2 + , ansă această serie e o progresiune geometrică, acăreia rațiune www dacoromanica ro este Cănd ^>1 această serie e converginte, prin urmare și seria propusă va fi asemenea converginte Cănd f‘ % Atunci seria din parintesă represin-tăndu suma terminilor unei progresiuni geometrice decresce-toare, vomu ave: л 1 , 1 , , 1 2'~1 2 3 + l 2 3 4 l",'" 1 l 2 3 n + — este mai mare decăt 2 și mai mică decăt 3; așa dar avemu: 2 =1 2 3 q+2 3 g+3 4 5 q+ +—— + -+••• ' q+1 ' (q+1) (q + 2)^ ănsd membrul al doilea al acestei ecualități, este unu numeru fracționariu, căci: —I -1 i 1 i 1 I 1 i J q+l ' (q+1) (q+2) (q+l)(q+2)(q+3)~””^'q+l~(q+l)2~(q+l)3 pe cănd membrul ănteiu 1 2 3 , p este unu numeru intregu Prin urmare presupunerea ce am făcutu, că suma e a seriei (9), poate fi representată printr’o fracțiune, este neadmisibile, fiindcă ne conduce la o absurditate; e nefiindu dar nici intregu nici fracționariu, nu poate fi decăt unu numeru incomensurabile Identitatea lui e cu Lim (1+m) cănd m tinde cătră zero, sau cu Limita cănd m cresce indefinitu Fie mai ănteiu m, unu numeru intregu și positivu, vomu ave, desvelindu după formula binomului: 1 m 1 , m (m—i) P (m~2) 1 , I I —m-1- 1 2 -nO!-1- 1 2 3 • щз”1- — m (m—1) (m—n+l) 1 +1 2 3 n*npi “Ь•••• www dacoromanica ro 25 oprindu-ne Ia al n-lea terminu vomu ave: (!—m1) (1Q) n oprindu-ne de asemene la alu n-lea terminu in seria 6 ^ + 1 2 + "" + l 2 3 , n+1 2 n(n+l) + 1 2 n(ntl)nf2)’l ’ ’’ vomu ave e 1 1 2 n(n + l) 1 O (n+2) ■ь 1 1 1 2 n n+1 (П + 1)2 + sau Rn 1 2 3 n' 1 n’ 1 de unde 2-1-! 2 3-*-"*•-^l 2 3 n + l 2 3, nn Pentru a demonstra că espresiunea (l+^)ra, are de limite numeral incomensurabile e, acăruia valoare este 2,7182818284, este de ajunsu a demonstra că diferința, e—(1—^)m, tinde cătră zero, cănd m cresce indefinitu Pentru a ajunge la aceasta, observămu mai ăntciu că numerătorii terminilor din al doilea membra al ncccualității (10), sunt respcctivu mai mici decăt acei ai seriei e, și că crescu impreună cu m, apro-piindu-se indefinitu de unitatea positivă Putemu dar luă pro m îndestul de marc, pentru ca fic-carc din acei nume-rători să difere de unitate, cu o cătime mai mică decăt o mărime dată e, care poate fi or-căt de mică vomu voi Pentru aceasta, va fi de ajunsu, a determină pre m in așa modu, incăt cehi mai micu dintre ei, adecă celu de pe urmă nu-merătoru (i—,„) (i—Z)(1—V) să fie mai mare decăt (1—e), adecă să avemu: (H) www dacoromanica ro 26 ănse (1—i) (1—•••• > (1—V)" Prin urmare dacă m va satisface la inecualitatea: (1——s (12) cu atăt mai mult va satisface la inecualitatea (11) Ănseinecualitatea (1—~)n“1>l—t ne dă: n —1 > n-l 1— ѴГ-е Determinăndu pre m cu această condițiune, toți nume-rătorii terminilor desvălirei lui (lH-i)m pănă la alu w-lea inclusivu, vor fi mai mari decăt (1—s), prin urmare vomu ave: și cu atăt mai multu и-пА 1\" 1 1 1 ( ) у +“/ 2- 3 + 1- ' ' “H 2 3 n £ căci suma—^+ 4-——-— care immulțesce pre « este mai mică decăt 2—=1 2'4'8' 1—| Scădendu, membru cătră membru inecualitatea (13) din inecualitatea (10 bis) vomu ave: e—•(1+^m £ descompunere, dă o grupă de 4 ртгаятгіАі de a 2-a ordine, acăror mesură este ZlIBI h\ /b h\ bh 4\ 4 42 si unu restu ; ’ 2 22 a treia descompunere o grupă de 8 prisme de a 3-a ordine, acăror mesură este /1НВІ11Х bh bh у 4 4 4 4 4—43 V V și unu restu jR3 segmentul BLS tri BAL șj la o ratjiă e este: — ănsă de unde a- ria sectoriului circulariu va fi:’fa2a^ Radia o trebuindu ănsă a varia, de la zero pănă la AM, va trebui să dămu lui toate valorile de la zero, pănă la na-, ceea ce ne va da, insemnăndu prin A aria căutată: A = Lim -J- d2a [ a2-{-22 a2 + 32 a2+ H-W2a2] Sau A = la2 Lim [l2+2*+?2+42+ +n2]a3 (?*) Ănsă Lim[l2+22+32+ +n2] a3=Lim^lH±l)(Ș±ll 1 a» O de unde A = ț a2Lim na (na + a) (2na + a) 1 2 3 ănsă na — w Prin urmare: A = a2 Lim w' www dacoromanica ro Sau a2 w3 —6~ = f Sect NAM А = căci radia AM — «w IV Segmentu parabolicii considerătu ea limită a unei Sumi de cătimi infinitu de mici Pentru estimarea segmentului pa-rabolicu J MV'puteiAu admite unu modd de descbmpunere analogii celui precedinteL Observămu ansă, că pentru a cunoască segmentul AMN este de ăjunsu a Cunoasce pre AMP, căci seădindu pre acesta din aria paralelogramului APMN vomu aVe segmentul cautatu Iihpărțimu ordinată MN a puntului estrdmu M, sau ecualea sa AP, in Unii numeru de n părți ecuali cu o lungime k, ășă iiicăt avemu AP=mk Prin punctele de impătțire ducfemu paralele cu acsa Ax, și prin punctele de intălnire ale acelor pâralele cu archl AM, ducernu paralele cu acsa Ay, suma paralelogramelor ana-loage cu SQ S'R sau SR’S'Q’ ce formămu astfeliu, are de limita aria segmentului AMP Espresiunea ariei unui paralelogramu or-care SQS’R este xksinA, A fiindu unghiul acselor Făcendu suma paralelogramelor analoage cu SQS’R și trccendu la limită, a-decă dănd lui n valori mai mari decăt or-се numeru datu, vom ave aria segmentului ănsă k, fiindu crescerea lui y, trebue a esprime pre x in funcțiune de y J’entru a-ceasta ni este de ajunsu a ne referi la ecuațiunea parabolei care este: y* = 2px in care 2p represintă distanța de la foculariu la directrice www dacoromanica ro sau ăncă 2p 1 2, 3 q sili A nk (nk-\-k~) (Znk+k') 2p~ im 1 2 3 1 -o Punemu m+l=- r și sfiind două nu-s nere intregi Vomu avă: ~ ——> ăosă piitemu seri 8 =й= i qm q^ — 1 de unde i 1 t tindindu cătră unitate г 2|s — 1 impreună cu q Putemu acuma găsi ușoru limita căutată Este de ajunsu a pune t=l-|-a, in care « tinde cătră zero, cănd t tinde cătră unitate Vomu ave: q—1 ta—1 І i t'—l (î+^—1 qs — 1 v 7 s «+ s (s—1) «2+ s (s—1) (s—2')^+ 1 2 1, 2 ~ЗІ r a+ r(r— 1 2 Impărțindu ambii termini ai raportului prin a și tre-cendu la limită, vomu ave: www dacoromanica ro 42 т q—1 т ts—1 s 1 - tT—1 r m-i-1 qs —1 de unde valoarea A a ariei căutate va fi: A=p sin # [amtl— aurtl] Lim -Д-—— = p sin & — *■- a -J * L J q"'^—l m+1 care se mai poate seri sub o altă formă In adeveru ecuațiunea curbei, y=pxm, ni dă: Jj=pam și b=pam , , , n [a'mi'1—amfl] [ab'—ab] m-ț-l m-\-l Fie acum m+l o, adecă funcțiunea va merge crescendu Cănd derivata f'(x) va fi ] l fiind crescerea funcțiunei F(x), corespundetoare la crescerea h a variabilei x, precum к este crescerea funcțiunei f(x) corespundetoare la aceiași crescere h Scătjindu aceste ecuațiuni membru cătră membru, vomu ave: l—к = h [F'(x)—Г(х)-\-Ы1—w] ănse w tin^indu cătră zero împreună cu h, pre care’lu presupunemu positivu, semnul membrului alu duoilea va fi semnul diferinței F'(x)—f'(x), «are in virtutea condițiunei (1) este>o; prin urmare vomu аѵё: l—â;>o сёёа ce voeamu a demonstra Prin urmare valoarea numerică a derivatei ni dă gradul de repegiune alu crescerei funcțiunei Teoremul II Intre duoe punte M, luate pe unu arcu de curbă continue esistă unu alu treilea puntu in care tangintea la curbă, este paralelă cu coarda Fi FF In adeveru insemnăndu prin x„ Уо> xi Уі cordinatele puntelor M, Fii am ve^utu că raportul ~este neincetatu xl—xo ecflale cu mijlocia aritmetică a â; valorilor raportului — cănd n h cresce indefinitu; cu alte cuvinte acestu raportu 'dste ne- www dacoromanica ro 51 incetatu cuprinsa intre cea mai mică și cea mai mare va loare a raportului —, or-căt de aproape aru fi acele valori /2> fie limitele lor, prin urmare va fi cuprinsu și intre limitele acelor valori, adecă intre valoarea cea mai mică și cea mai mare a derivatei f'(x), presupunăndu că у — f(x) este ecuațiunea arcului de curbă Ansă dacă f(x), este continue intre a^și^, va esiste o valoare x — Xg+Șfa—x0) $ fiindu o, pentru care vomu ave: ^—xa Această ecuațiune conține demonstrațiunea teoremului, căci f(x„+&(x1—x0)') este ecuale cu tangintea trigonometrică a unghiului, ce face cu acsa ox, tangintea la curbă in puntul alu căruia abscisă este —#<>); este de £1—^0 asemenea ecuale cu tangintea trigonometrică a unghiului ce face cu aceeași acsă, coarda Tangintele trigonometrici ale acestor unghiuri fiindu astfeliu ecuali, dreptele cores-pun^etoare vor fi paralele Definițiunea df&rențialei Fie y= f(x) o funcțiune continue de x Amu vedutu că crescerea к a funcțiunei y, corespumjetoare la o crescere h a variabilei independinți, este: к — Ji [f'(x)+a>] Substituindu crescerilor h, k, notațiunile dx, dy, cari au avantagiul de a ne indică la care variabilă se repoartă fiecare crescere, vomu аѵё: dlj = dx[f(x) + (â) sa u dy = f(x)dx-\- wdx 4* www dacoromanica ro 52 ceea ce ne arată ca crescerea unei funcțiuni у == f(x), se compune din duoe părți, f'(x) Ax, și uAx, dintre cari cea d’inteiu f’(x)Ax, este cea mai considerabilă; acesteia se da numele de diferențială, și să insamna prin jiotațiunea dy, ceea ce dă: dy — f (x) Ax (1) A diferințiă o funcțiune este a determină diferențiala sa Notai Cănd crescerea Ax este infinitu de mică, atunci și diferențiala dy, este o câtime infinitu de mică; ănse jartea a duoa f'(x)=tga v fiindu unghiul ce’lu face tangintea Ia curbă in puntul bl, cu acsa absciselor, sau cu o paralelă la această aesă, dusă-prin puntul bl Ănse Triunghiul dreptunghicu ni dă: NQ~MQ t(ja=f'(x)dx, căci MQ—Ax—dx de unde: NQ=dy ceea ce ne arată că diferențiala unei funcțiuni y, este ecuale cu crescerea ordinalei tangintei, cănd trecemu de la unu puntu bl la unu puntu vecinu N Prin urmare in virtutea observărei ce am făcut mai inainte, vomu pute pune crescerea NQ—dy a ordinatei tangintei, in locul crescerei AIQ—Ау a ordinatei curbei, de căte ori această crescere, va figură ca terminu alu unui raportu, sau alu unei sumi, a căreia limită vomu аѵё a căută www dacoromanica ro 54: Teoremu Cănd duoS funcțiuni sunt neincetatu ecuali sau diferescu intre ele prin o constantă, derivatele sau diferențialele lor sunt ecuali J Fie mai ănteiu и și v duo6 funcțiuni ce sunt neincetatu ecuali, pentru toate valorile variabilei independinți x\ prin urmare dăndu variabilei x crescerea Лх și insemnăndu prin z/w, Лѵ crescerile corespun^etoare ale funcțiunilor u, și v, vom аѵё: Ли Лѵ Лх Лх de unde т Ли т Лѵ Lim -T-=Lim -т- Лх Лх du dv 7 7 sau Т-—т-* sau du=dv dx dx Fie acum: и—v=c, (2) c fiindu o cătime contantă Dăndu lui x, o crescere Лх vom аѵё: U-\-^U—(у + Лѵ)=С și scăcjăndu din'această ecuațiune, ecuațiunea (2) vomu obțină: Ли—Лѵ—о sau Ли=Лѵ De unde impărțindu ca mai inainte ambii membri prin Ax, și trecăndu la limită, vomu аѵё: du dv , 7 -у-=т- sau du=dv dx dx ceea ce era de demonstratu Leețiuiiea Clasificarea funcțiunilor — Amu vedutu că obiectul principalu alu calculului diferențialu, este determinarea di-rivatelor funcțiunilor continue or-cari Trebue ănsă să a-dăugimu că toate funcțiunile ce vomu аѵё a consideră, vor fi presupuse a fi esprimabile intr’unu modu analiticu; cu alte www dacoromanica ro 55 cuvinte relațiunea reciprocă, dintre funcțiune și variabila in-dependințe, va fi cu putință a se esprime prin una sau mai multe, din operațiunile fundamentale cunoscute: adunare, subtragere, imulțire, impărțire, redicare la o potență determinată, estragere de rădăcină; sau prin usul algoritmilor a1, Igx, sinx, arcsinx, etc Findcă avem dar, a ne ocupă de diferențiarea funcțiunilor analitice, trebue mai ăntSiu a li da o clasificațiune oare-care, pentru a le pute după aceea trată mai cu ușurință Funcțiunile analitice sunt implicite sau esplicite O funcțiune analitică este implicită, căndu valoarea sa este legată cu acea a variabilei independinți, prin o eeuați-une neresolvită, așa de esemplu in ecuațiunea ay*-\ bxy-\-ca?-\-d=o (1) у este o funciune implicită de x O funcțiune analitică se gLice esplicită, cănd valoarea sa depinde de unu șiru de operațiuni ce sunt aretate a se face asupra variabilei independinți, așa de esemplu: у=5х+7х2+Уах—b este o funcțiune esplicită Nota O funcțiune implicită poate deveni esplicită, cănd ecuațiunea, prin care este legată cu variabila independinte, se resoalve in privirea acelei funcțiuni; așa funcțiunea implicită у din ecuațiunea (1) va deveni esplicită, cănd vomu resolvî ecuațiunea in privirea lui y, ceea ce dă: —Ьх+УЬѴ—4a(cx2+d) У Ta Funcțiunile analitice atăt implicite căt și csplicite potu fi algebrice sau transcendinți Algebrice cănd operațiunile aretate asupra variabilei independinți sunt adunări, subtra- www dacoromanica ro 56 geri, immulțiri, împărțiri, redicări la o potentă cunoscută sau estrageri de rădăcină; transcendenți cănd variabila independinte intră in espresiunea funcțiunei sau ca esponinte, sau sub semnul log, sau subt acelu alu vre uneia din liniile trigonometrice sin cos sec cosec etc sau alu inverselor lor, arcsin & Funcțiuni simple O funcțiune se giice simplă cănd variabila de care depinde, este supusă la o singură operațiune, precum j/=a-(-x, y=a-t~x, у=Ъх, y=-etc in ca re variabila x nu este supusă decăt la o singură operațiune fundamentală; adunare, subtragere, imulțire, împărțire etc Funcțiuni de funcțiune Cănd asupra veriabilei independinți sunt indicate mai multe operațiuni supra-puse una alteia, așa incătu una or-care din ele să nu se poată efectuă intr’unu modu independinte, -atunci funcțiunei ce depinde de aceste operațiuni, i se dă numele de funcțiune de funcțiune, sau funcțiune de mai multe funcțiuni, precum; у=1д\/а+Ъ£, y= sin yi+«x, y=dg tg> x а+Ъх2 etc Funcțiuni compuse Cănd operațiunile indicate asupra variabilei independinți, se potu efectuă intr’unu modu independinte una de alta, sau cănd in funcțiunea considerată, figurează o combinațiune or-care de funcțiuni simple, atunci acelei funcțiuni se dă numele de funcțiune compusă Esemplu: y=a4g (14-xn) tyx2, i/=ax2+yi + &x, etc Vedemu din esemplele precedinți că or-căt de complicată ar fi espresiunea unei funcțiuni, valoarea sa depinde tot-de-auna de volorile unoru funcțiuni simple Este dar ne-cesariu a începe cu diferențiarea acestora din urmă O funcțiune simplă fiindu espresiunea unei operațiuni www dacoromanica ro 57 fundamentale de esecutatu asupra variabilei independinți, urmează ca să avemu atăte funcțiuni simple, pe cate operațiuni fundamentale sunt Toate aceste funcțiuni sunt presintate in tabloul următoriu: 1 у = a+x 2 у = а—x 3 У = ax 4 а У = - X 5 У = х” m 6 у = Ух 7 У = а1 8 У = ^/х 9 у = sinx, cosx, secx, cosecx, tgx, cotgx 10 у = aresinx, arccosx, areseex, arccos-ecx, arctgx, arecotx Diferențialele funcțiunilor simple 1 Fie funcțiunea simplă: */=a+x dăndu lui x o crescere 4x, vom ave, insemnăndu prin Jy crescerea crespumjetoare a lui y, у+z/y==a+ж+z/ж de unde: dy=dx sau dx-1 raportul crescerei dy la crescerea z/ж, fiind neincetatu eeuale cu unitatea, vomu ave: Lira 4î=l z/ж sau sau йу=(?ж, www dacoromanica ro 58 ceea ce puteamu prevedă mai de inainte, fiindcă amu demonstrata că duoe funcțiuni, ce diferescu prin o constantă,, au diferențiale ecuali 2 Pentru funcțiunea y=a—x vomu ave de asemene dy— — dx 3 Fie y=ax', dăndu lui x crescerea'dx, vomu аѵё: y+dy=a(x+dx) de unde dy=adx, 4l n dx T dy dy și Lim sau a, sau dy=adx 4 Fie y=— x de unde y+dy^-^- scăcjindu sau de unde membru cătră membru vomu аѵё: a a ax—ax—adx V x-\-dx x ~~ x(x+dx) adx 9 x(x-j-dx) a dx x(x+dx) Și trecendu la limită vomu аѵё: Lim sau d/=-a~ dx dx adx sau dy^—-^- ж» 5 Fie funcțiunea y=xm m fiindu unu пишёги positivu și intregu Dăndu lui x crescerea dx, și punendu X==x+ Ji, vomu аѵё: y+dy=Xm, de uede www dacoromanica ro 59 ^=-1— = X”-1 + Xm’2x + X'n'3x2+Xxm'2 H-x®'1 X — x ănsS membrul alu duoilea este compusu din m termini cari au toți de limită pre x”'1, căci X tinde cătră x, cănd Ax tinde cătră zero; prin urmare limita membrului alu duoilea este mx”’1, prin urmare vomu аѵё: Lim sau ^=m xm l Ax dx ceea ce ni arată că derivata potentei unei cătimi variabile x, a căreia esponinte este positivu și intregu, se capătă im-mulțindu prin esponintele potentei, potența aceleiași cătimi, din a căreia esponinte s’a scădutu o unitate Să vedemu dacă această regulă subsistă cănd esponintele m este or-care Fie m — p și q fiindu duoe numere positive și intregi; 2 2 vomu аѵё: t/=xq (2) sau redicăndu ambii membri, la potența q, ne va veni: de unde diferențiindu, vomu аѵё in virtutea regulei precedinți 2 y4'1 dy — px?'1 dx de unde dy p x1"1 dx qy1’1 ănsfi y4'1 =X Lj! Xp Prin urmare bis (Zx q xp-2 q sau = m x™'1, ceia ce verifică regula dx Fie in fine m unu numeru negativa or-care, m——n, n fiindu intregu sau fracționariu, vom аѵё: www dacoromanica ro 60 de unde veni: y*=Xn=— J x" 1 sau -= x У punendu F==-, și diferențiindu ambii membri ni va dY= n x”’1 dx, ănsă dY= —-Г У de unde —— nx”'rdx У sau ■у dy — — n x” ’1 y* dx — —n-—-dx J J x dy = — n x’”;1 dx dy = m x111’1 dx aceiași regulă sau sau ceia ce verifică ăncă Prin urmare, derivata unei potenți or-care m, a unei variabile x, este eeuale cu esponintele m immulțitu cu câtimea variabili x redicatâ la potentă (m-1) IU 6 Fie acum funcțiunea у=Ух , sau y=xm Diferențiarea acestei funcțiuni intră in regula precedinte, căci n’avemu decăt a face in ecuațiunea (2) pre p—1 și ceia ce dă у=хш, și ecuațiunea (2) bis devine Cănd m=2 această dy——xm dx m formulă dă: dx in care y=Vx 7 Fie a se diferenția funcțiunea esponențială www dacoromanica ro 61 a1 la Dăndu lui x crescerea z/ж, și insemnăndu prin dy, crescerea corespondinte a lui y, vomu ave: x-\-dx y+dy=a x+ dx x x( ^x\ de unde dy=a a—a \a— 1J dx ' dx dx ănsS a tinde cătră unitate, cănd dx tinde cătră zero; prin dx urmare vomu pute pune: a =l+a, a fiindu o cătime ce tinde cătră zero impreună cu dx Luăndu logaritmii nepe-rieni ai ambilcr membri, avemu: dxla=l(l +“) de unde la • dy la t la și —? — a1 , -= a — -= Z(lH-a) *Z(l+«) de unde Lim sau a* la Lim —-r dx ax — Щ+«)а 1 a ănsS cănd a tinde cătră zero, (1+a) tinde cătră e ritmilor neparieni, prin urmare: Lim - — = -у- = 1 — I e l(X+^a prin urmare, Lim ^У sau dy a*la ($\ dx dx 8 Fie funcțiunea: y=log x, notațiunea log sau numai lg insemnăndu logaritmii a căroru basa este o cătime a; vom аѵё: Z(l+“)“ basa loga- www dacoromanica ro Б2 y+dy=lg(x+dx) de unde dy=lg(x-\-dx)—Ig x ănsă — tinde cătră zero împreună cu dx, prin urmare vomu x putd pnne: — =, - m fiindu unu număru care cresce in-x m indefinitu, cănd dx tinde cătră zero Inlocuindu in membrul dx 1 âlu duoilea alu ecuațiunei precedinți —, prin—și dx prin - ni va veni: Ml dy = 19 (1+ dx X X m de unde Lim ^ sau dy^ bim Ig (1+-) dx dx x ănsă cănd mi cresce indefinitu, (14-3)m tinde cătră e, prin urmare Lim Ig (14-d)m = Ige, de unde, Lim ^ sau -sau rfy=^e — (4) дх dx x x Nota Dacă in locu de a consideră sistemul de logaritmi cu basa a, amu fi consideratu sistemul neperianu, a căruia basă este e, și a căruia logaritmi ii insemnămu prin notați-unea l, atunci pentru diferențiala funcțiunei, У = 1х, cZx amu fi căpătatu: dy = —, ceia ce se poate deduce x din ecuațiunea (4) schimbăndu notațiunea Ig a logaritmilor www dacoromanica ro 63 a cărora basă, este unu număru or-care a, in notațiunea l a sistemului neperianu; căci atunci Ze=l, și diferențiala lui devine: De asemene diferențiala funcțiunei y=ex se deduce din e-Ctiățiunea (3) făcăndu pre a, eeuale cu e, ceia ce dă: dy=e* dx sau = e\ J dx 9 Fie funcțiunea trigonometrică: у = sin x Dăndu lui x crescerea dx vomu аѵё: y+z/y = sin (x+z/x) de unde z/y = sin (x+z/x) — sin x Ănsă, diferința a duoC sinusuri este eeuale cu de duoe Cri proditdul sinusului semi-diferCUței arcurilor prin cosinusul semi-sumei lor, prin urmare: dy = 2 Sin Лх cos (x+^x) 2 2 • Лу sin , Лх Ș1 dl^2-^-’ cos(*+~ri de unde Lim 2 T sin Лъ Ănse Lim —^~= c^n(^ — ^n“ 2 2 2 de cătră zero In adevăru pentr’unu arcu a, mai micu decăt unu cua-dranu, avemu șina -= cos a: ansă cănd a tinde a a tga ’ cătră zero, cos « tinde cătră unitate, prin urinare raportul sin “ , care este neincetatu cuprinsu intre duoă cătimi, cari a se confundă cu unitatea, cănd a devine ecuală cu zero, are de limite unitatea; prin urmare, Lim sau cos x; sau dy—cosxdx Jx dx ’ J 10 Fie funcțiunea inversă: у = arc sin x, adecă arcul alu' căruia sinusu este ecuale cu x, prin urmare vom ave: x == sin у de unde: dx = cos y dy sau dy— , ănse cosy=+yi—sm2y =4-1/1—xs cos у — — cZx de unde йу= -■, după cum cos у va fi^o +Vl-x2 sau mărginindu-ne, pentru funcțiunea x—sin у, a consideră arcuri mai mici decăt unu cuadranu, vomu ave: dx Celelalte funcțiuni trigonometrice, cos x, arccos x, sec x, arc sec x, cosec x, arc cosec x, tg x, arc tg x, cotg x, arc cotg x, nu formează funcțiuni simple distincte de cele duoe precedinți, căci se dcducu din ele I>7e funcțiunea: у — cosx Scimu că cosinusul unui unghiu este ecuale cu sinusul complimentului seu, prin urmare vomu ave: у = sin (*—x), și punendu —x=u ni va veni: у = sinu, de unde www dacoromanica ro 65 dy=cosudu, ănsS du=—dx prin urmare dy=—cos (£—x) dx=—sinx dx Fie de aseminea funcțiunea, y=arccosx de unde x=cosy; diferențiindu vomu ave: dx=—siny dy, de unde diferențiala arcului a căruia cos este x, va fi: , dx dx , dy= — -— arcul у siny yi—Xя fiindu cuprinsa intre zero și n — Fie y==secx = —— cosx de unde cosx= -, diferențiindu ambii membri vomu У аѵё: — sin x dx — ——sau У dy=sin x y2dx=sin X ■%-cos x sau ăncă dy=sec x tgx dx Fie funcțiunea inversă y=arcsecx, de unde x=secy și diferințiindu vomu аѵё: dx=secy tgy dy De unde dy = —— - sec y tgy ănsă secy=x, tgy=ysec2y—1, prin urmare, dy = - - xyxa-l Fie funcțiunea: у =cosecx=—-— 1 8І П X 1 sau sm x = - • У 5 www dacoromanica ro 6G de unde: sau inversă: Diferențiiudu vomu аѵё: cosx dx = —— У dy = — cos x vs dx= — cosx * dx sin2x dy = — cosec x cotgx dx у = arccosec x x = cosecy dx = — cosec y cotg у dy dy = - *£ cosecy cotg у ănse cotgу = ycose2cy—1 =yx2—1, prin urmare vom аѵё: dy=- Xj/x2 - 1 у = tgx; dăndu lui x o crescere dx y+dy = tg (x+dx), de unde: ■t f-dvi, F(u,v, w, z) sau pentru a simplifica demonstrațiunea, mărginindu-ne numai la doue funcțiuni u, v; vomu ave: y=F(u, v); z/y=F (u+zfu, v+z/v)—F(u, v) • ЛУ IXu+z/u, v+z/v)—F(u, v) dx dx 5* www dacoromanica ro 68 ansă crescerea totală Jy, sau F(u-J-z/u, v+z/v)—F (u,v) 9 putemu despărți iu doue părți corespundetoare, una la va-riațiunea lui x iu funcțiunea u, și alta la variațiunea lui xr in funcțiunea v; căci avemu intr’unu chipu identicu: F(u+z/u, v+z/v)—F(u, v)= F (u+z/u, v)—F (u,v)+F (u+z/u, v+z/v)—F(u+z/u,v) de unde: z/y F(u+z/u, v)—F(u, v) j F(u+z/u, v4-jv)—F(u+z/u,v) z/X z/X JK ^y F(u+z/u, v)—F(u, v) Ja z/X z/U z/X F(u + z/U, v + z/v) —F(u + z/U, v) z/V I/v Jx Și (1) Lim 41 Sau Lim jg z/x dx z/u z/x ! Lim F(u+z/u,v+z/v)—F(u+z/u, v) z/V JV ’ ЛХ ănsă limita raportului este ecuale cur z/U derivata funcțiunei F(u, v) cănd considerămu pre и ca variabile și pre v ca constantă Această derivată, o nuniimu derivată parțială a lui у in privirea lui m, și o insemnămu prin sau — (’ blLlimita lui — este adică derivată luv du du z/x dx considerații ca funcțiune de x; prin urmare vOm аѵё: T,i,n Г(и+^»,ѵ)—F(u,Y) dF(u> v) dn z2) z/u z/x du ’dx k căci limita unui producții este ecuale cu productul limitelor (Teor II Teoria limitelor) Asemine, limita raportu , F(u4-z/u,v+z/v)—F(u-bzUi, v) x , , w lui -cănd z/x tinde cătra zeror www dacoromanica ro 6» este derivata parțială relativă la v, a funcțiunei F(u, v); căci jx tindindu cătră zero, z/v și Jvl tindu impreună cătră aceiași limită Această derivată o vomu insemnâ prin sau d? у fiindu acelașu lucru cu F(u, v); — av&idu dv dv ' zfx asemene de limită pre — vomu ave: dv Lim ■F(n+z/u’ v+z/v)—F(u+z/u,v) jy = dF(u, v) dv z/v ’ z/x dv dx De unde transportăndu espresiunile (2) și (3) in membrul alu duoilea alu ecuațiunei (1) ni va veni: Lim sau d^' = dF^ v\ + dF(u’ Y) z/x dx du dx dv dx Pentru prescurtare este usu a se scrie — in locu de du dF(u, v) du ’ dF , dF(u, v) și - in locu de v ’ 7 dv dv , așa incăt servindu-ne de această notațiune vom ave: dy dF du dF dv dx du’ dx ' dv dx -sau ăncă dy dy du dy dv dx du’ dx dv’ dx sau , dy du , , dy dv du dx dv dx dy = du + dv sau In aplicarea acestei formule este esențialu a nu uită că pentru formarea faetonului —, trebue a luă derivata func-du țiunei у = F(u,v) considerăudu pre v ca constantu, și pre (x), prin urmare у este o funcțiune de o funcțiune de x; ănse tot-de-odată poate fi considerată ca unu casu simplu de funcțiune compusă, in care-funcțiunile cumpunctoare se reducu la o singură funcțiune u; prin urmare Formula (3) bis ni va dă: dy= —- u^ du= f'(u) du du dv sau dy= -4 du, căci in cașul de față, v=o, w=o du z=o; ănsă и este o funcțiune de x, y(x), prin urmare: du = dx = P, 7 se anulează împreună cu z/x, z/y, dz Vomu аѵё dar: z/u=du+az/x+/®z/y4- yz/z z/y ул A adx+^dy+^dz a+?dx + yÂ, De unde ——l=,-₽ -Te— - do dx dy dz »dx dy'z/x dz4x Ăns6 cănd z/x, z/y z/z tindu cătră zero, numitoriul membrului alu duoilea tinde cătră o cătime finită pe cănd numărătorul «+£ ~^+У^ tinde cătră zora, de unde vedemu că «z/x+^z/y www dacoromanica ro 4-^kfc este infinitu de micu in privirea diferențialei totali dj4-^L dyH-îH-dz; prin urmare Lim ^1 Vomu pute ax dy dz du darâ ih virtutea unu teofemu demonstratu în teoria infini-ților mici, substitui ^iferențiala totale du, a Unei funcțiuni de mai multe variabile independinți, crescerei ^u a acestei funcțiuni,, de câte ori această câtime, wâ figură ea terminu alu unei sumi, sau alu unui raportu ale căroru limite vomu аѵё a căută Esqmple de diferențiale tqtali Fie funcțiunea u=imyn; du==mytaxm'1,dy+fix“yi1'1 dy u =Л; du = У 1 tom аѵё: 2 У2 3 t v я d(^ u =f arctg-: du — s- * 1+L x2 xdy—ydx x2 : ^2 i Sau' du=ifc^ x2+y2 - Я dVx2 ■ dn= ±yLta+fr'*,+y’ d Ix dx Anee telr-V1 O • y Vi’-ey’ tl я я xdx+ydy de unde du = — ’ Ѵхг-НУ2 www dacoromanica ro 89 I^eețiiiiien VIII, Diferențiarea unei funcțiuni compuse cu funcțiuni de mai multe variabile independinți Fie U=F(u,v), o funcțiune compusă de и și «, in care presupuneam că avemu u^f^x,}’^) și v=f2(x,y,z) Amu ѵё-$utu că diferențiala unei funcțiuni de mai multe variabile independinți este ecuale cu suma diferențialilor parțiali ale funcțiunei; ănsă dacă in cașul de față, vomu substitui lui и și v, valorile loru in x, -y, z, funcțiunea propusă U va va deveni o funcțiune imediată de x, y, z; prin urmare pentru a -ave 1 diferențiala sa, \va fi de ajunsu a o diferenția ^succesivii in privirea lui x, lui у și lui z, și de a face su-ipa diferențialelor parțiali astfeliu căpătate Diferențiindu in privirea lui x, considerămu pre у și z Ca constanți, așa incăt funcțiunea U devine o funcțiune compusă cu funcțiuni de o singură variabilă x, și in acestu casu regula găsită pentiu diferențiarea funcțiunilor compuse cu funcțiuni de o singură variabile independinte, ni dă: S dx-dx + dF prin urmare a2 va trebui să se a-muleză cu ^x Avemu F(x y+^y)=F(x,y)4-F'J(x,y)jy-)-«3z/y (2)a3 fiindu o funcțiune fie x, у, dy care se anulaze cu -^y Avemu de asemene I’'x(^y+z/y)=F'x(x,y)+F"z,x(x y)^y-|-a4 ^y(3); «4>se anulează cu dy ca și a2 Substituindu in ecțiațjuneg (1), funtj-țiunifor F(x,y+^y) șiF'^xj-f-^y) valorile (2) și (3), vomu ave: (a) F(x+zfc;y+z/y)-F(x,y)=Fx'(x,y)z/x+ F'y, (x,y)^y+ F"yx (x,y)z/xz/-f- ajz/x-f- a3z/y-f- (a2 -f- a^dxdy Putemu acum găsi o altă espresiune pentru valoarea mem-Ъгиіиі ănteiu Incependu, in funcțiunea F(x,y), cu crescerea variabilei y, avemu: F(x,y+^y)—F(x,y)=F'y (x,y)4y+ a3 dy Dăndu acum lui x, crescerea dx in ambii membri ai acestei ecuațiuni, vomu аѵё: F(x+^x,y-|-z/y)—F(x+^x,y)=F'/x-bz/x,y) dy-^ »/y+ a\dydx (4);a'3 fiindu o funcțiune de x ,ydx, dy care se anulează atăt cu dx căt și cu dy Ansă avemu: F(x+^x)y)=F(x y)-|-F'xCx,y) y)^x-^+(K»+KiHx-J^=F''I /x,y)^x^y-f (a'3-f a;)^xjy; impărțihdu priii Jy șî treceridu' la limite ni va veni: F'Ux-y)=F\y(x,y)- • dy dx d*u d*u „ x d4u , , d2u , д -—— = ; ■, sau ancă -dydx=-—— dx dy, dydx dx dy dy dx J dxdy ceea ce ne arată că resultatul finalu a duod diferențieri este independinte de ordinea lor de succesiune Putemu acum estinde acestu tebremu la cașul unei derivate sau diferențiale de o ordine or-care, a unei funcțiuni de mai multe variabile independinți Fie spre esemplu u=F(x,y,z), o funcțiune trei variabile Să presupunemu că amu formatu derivata de a treia or-d®u dine -—-——, luală ănteiu in privirea x, pe urmă in pri-dxdydx virea lui y, și apoi iar in privirea liii X In’ virtutea teo-remului precedinte vom scrie: www dacoromanica ro 94 d Лх* d3u dy dydx* ’ și in genere vomu аѵё, stremutăndu ordinea de succesiune a duoă diferențiațiuni consecutive, dnu d’hi -—-——-—=-———— in care presupunemu dx₽ dyr dz dxq dxPtq dyr dz că p+q+r+l=n 1 Fie funcțiunea у u=arctg x x*+y*- d*u —(x*+y*)+y 2y = y!—x2-dydx (x2+y2)2- (x*+y*)’- d*u (x2+y2)—x 2x y2—x2- ( dx dy (x2+y2)2 (x*+y2)2 De unde vedemu că: d2u dsu y?—x2-dydx dx dy (x2+y2)2- 2 Fie u = x™ y" zp" Avemu —=mxm ~1 y“ zp și —=nx“ y* 1zp dx vdy J www dacoromanica ro 95 -=mnxm ^1ynr1zp' = npî’ y“ 1zp 1 dy dx dz dy d3u d3n =m n p x“-1 yV1 z1'1: —тпрхи ~х y^z’"1 dz dy dy dx dz dy de unde ———===———=mnpx“ 1y,1 1z₽ 1 dz dy dy dx dz dy 3 Fie u = іУх2+уа’ x У Avemu: * ,du Vx‘+y- у dx Ух2 | у!- (x2+y!,)’dy Уу« ] х» (x2 j y^ d2u —2xy d2u —2xy •dydx (x2+y2)2’ dxdy (x24-y2)2 , , d2u d2u 2xy dy dx dx dy (x2 -|- y2) ■ Diferențiale totale de o ordine or-care a unei funcțiuni de mai multe variabile independinți Formulă simbolică pentru represintarea, lor Fie u=f(x,y,z) o funcțiune de trei variabili independinți, diferențiala sa totală de ăntăia ordine va fi: , du, , du, , du, du=—dx+ — dy + — dz dx dy dz Fie-care din terminii membrului alu duoilea este o func țiune de x,y,z, prin urmare pentru a ave diferențiala lui, du, sau diferențiala de ordinea a duoa a funcțiunei u, va trebui să facemu suma diferențialelor totali a fie-căruia din terminii lui du; vomu ave dar: ,2 d2u, 2 d2u , , d2u , , d2u=— dx2+ —— dx dy-)-,—- dx dz dx dy dx dz dx , d2u , , d2u , 2 d2u , , +d^dydx+d?dy+dHzdzdy www dacoromanica ro 96* d2u ■ , d*« , , u’n, o -b-j-r-y- dz dx4-—— dz dy + —-dz*1' ax dz dy dz dz1 Ănse in virtutea teâremului preccdinte avemu: d’u d*u d’u d’u d2u d2u dy dx dx dy’ dz dx dx dz’ dy dz- dz dy de unde: d2u, , d2u, , , d’u » , o d2d , , o d’u , , d’u=—-dx2+-—dy’+—dz’ 4- 2 ——dxdy 4- 2——dxdz dx2 dy dz2 dx dy dx dz +W>'az- diferențiali totale de a treia ordine, va tresă luă mii diferențiala’totale a fie-căruia din prin urmare vomu аѵё: d’u , «,* , d’u , d’u , ,, , d’u, dzdy dardz dydz dz3' + daidydz dard?/ dytLrdy dz da; ay dardz ay da; dz dz da; dz +2^Urd^dzd^+2,^d^dz+2r^Lrd2/dz2-ax ay dz dy dz dz dy dz дп & d’u d’u d’u d’u d2u d’u dydx2 dx2dy’ dzda;2 da^dz’ da;dy* dy*da; d’u d’u d’u dyda;dy’ dzdy* dy2dz’ De unde espresiunea diferențialei totali d’u va fi: dx’-b £d/+ £ dz-+3 -jȘ-^ds, + 3^ ds ĂnsS avemu de asemne: d2y £=dx d2y ' dy/fly d£ R ds ds2 ds\ds’ds?/ dx ' dx ds ds De unde: d2x d2y L= R dy fix ds ds Redicăndu 1гц patratu vomu аѵё: /d2x\ 2 j /d2y\2 /^*Y J ( 1 \ds2/ \ds2/ \ds2/ \ds2/ R?=^^ == dx2 = 1 d? ’ ds2 de unde: www dacoromanica ro Iii 1 fu'ncțiiinilor de riiai nluHe variabile independenți Fie и o funcțiune de trei variabile independinți x, y, z legată cu aceste Variabile prin o ecuațiune oare-care: F(u/x, y, z)=o Presupunemu Că calculul in care figurează această funcțiune u, ne-a condusu a consideră derivatele parțiali dx etc și bă pehirh a continuă acbstu câlculu, •dy dx2 dy2 u ,este necesariu a ne servi de unu altu sistemu de variabile independinți r, &, g, legate cu cele precedinți, prin trei ecuațiuni : Ă Ш У, z, t, g )=0 У, z, r, $,g>)=o (4) f3(x> У, z> r>&>9)=0- De acole necesitatea de a găsi espresiunile derivatelor vechi ^-H^fetc ’ln fnritJțiufie de derivatele пиоиё dx ay dz dx2 v—5,— е^с Pentru a ajungi la aceasta, observămu d# dw dr d^-2 că funcțiunea и va deveni,' cu’ ajîîtoriul ecuațiunilor (4), o funcțiune de r,&, g> cari in virtutea acelorași ecuațiuni, sunt funcțiuni deLx, y, z Vomu pute dar seri: u=f(r, țp) și r=^(x,y,z) ^=^2(x,y,z) Diferențiindu ’pfe и in aceăstă ipotesă, âdibă bofisiderăn-du’lu ca funcțiune de'r,f#, л—2’Г“2’ etc- Pentru aceasta dx dx dx dy dy dy dz dx2 dx2 vomu diferenția ecuațiunile (4) succesivu in privirea lui x, y, z, considerăndu pre r, y, ca funcțiuni de aceste variabile, și voibu căpătă unu număru suficiinte de ecuațiuni pentru a face această eliminare Să presupunemu, spre esemplu, că variabilele primitive x, y, z represintă coordinatele dreptunghiulare ale unui puntu in spațiu, și variabilele nuouă r, #, y, coordinatele polare ale асё-luiașu puntu, atunci ecuațiunile generale (4), voru deveni: i=rsin# COSy y=rsin# siny (6) z=rcos# Diferențiindu aceste ecuațiuni succesivu in privirea lui x, y, z, vomu аѵё: 1=ДГ sin# COSy +— rcOS# COSy ^ГЗІП# sinqp dx dx T dx o=— sin # siny TCOS# sinm + ^rsin,'> COSy dx dx dx o=— cos#——-rsin# dx dx 8 www dacoromanica ro 114 cari dau: d' = cos» sin», fe=c°s5 , dȚ= jȘP (7) dx dx г dx rsin# Diferențiarea in privirea lui y, ni dă de asemene: dr , d^ d® o=—sin# cos® +—• rcos# cos® —rsin# sin® dy dy dy 1=—8ІП#8ІП® +^r COS # 8ІП® + Г8ІП# COS® dy dy dy dr n d# n o=— cos#——rsin#; dy dy de unde deducemu: dr d# sin® cos#, d® cos® /o4 dy dy r dy rsin# Diferențiarea in privirea lui z dă: 0=^ sin# cos®+^ rcos# cos®—rsin# sin® dz dz T dz o=^ sin#siny rcos^sin® + —rsin^cosy dz dz dz 1 dr n d# 1=— cos# ——rsin# dz dz de unde deducemu: dr — = cos#, dz Cu ajutorul voru deveni: du du du cos# cos® du sin® - cos® sin# + n -x—— -Z dx dr d^ r dy rsin# d-“=d“ sin» sin»+d" C0S;> Si°y +dU C°S1» dy dr d# r dgp rsin# du du „ du sin# = cos#—— - dz dr d# r Pentru a ave espresiunile derivatelor de a duoa ordine d# sin# dz г ecuațiunilor ^=o (9) (7), (8) și (9) ecuațiunile (5) www dacoromanica ro 115 —s, —etc in funcțiune de variabilele поиё г, sin2# dx2 r ’dx2 r2tg# ’ d2 cosqp dy2 r2sin2# d2r sin2#, d2# 2sin# cos# d2 (Jn2#—cos2#) d2 d2u cos2g> dy2 dr2' d#2 r2- dg>2’r2sin2# j gd2u sin» cos^sin2g) | 2 d2u sing>cosg> | g d2u singpcos^ d»dr r d#dg>' r2tg# dg>dr' r du cos2#sin2g>4-cos2g> du cos2g>—2sin2g>sin2# dr' r ' d»' r2tg# gdu sing>cosg> dg> • r2sin2# d2u sin2# g d2u sin# cos# du sin2# d#2 r2 d#dr r dr r 9du sin#cos», + d# r2 ’ d2u d2u d?—d?’C0S d2u d2u 2 dxdy dr ' d#2 Iх n d2u sing> cosgi sin#cos# d2u cos2g>—sin2g> drd#' r dgidr' r d2u cos2g>—sin2g> du sing> cosg> sin2# d#dg> r‘2tg# dr' r du sinycosy^ „ • 2^ du cos2»> — sin2g>, d#' r2tg# S dg, r2sin2# ’ d2u d’u „ d2u sin# cos# cos® sin#cos#cosg> - - — ț dxdz dr2 d^2 r2 d’u (cos2#—sin2#)cosgi d2u sing> d2u sing> drd# r drdg> rtg# d#dg> r2 du sin# cos# cosg> du (cos2—sin2#)cosg>, dr’ r d# r2 ’ d2u cos2# singi cosgj d’u sing>cosg> dg>2' Ліи2# d’u d2u dydz dr2 sin» cosi sin,,- 52 d#2 r2 www dacoromanica ro 117 d’u (cos2#—sin*#) siny d2u cosy d’ti cOS$ drd# г drdy rtg# d#dy r2 du sin# cos# siny du (cos2#—sin2#) siny dr г d#’ r* luGCținnea 2XZ Aplicațiuni analitice a le Calculului difererțialu Seria lui Taylor Una din aplicațiunile principale a le Calculului diferen-țialu este stabilirea formulei cunoscute sub nume de formula lui Taylor, care dă desvSlirea unei funcțiuni or-care de binomul (x-|-h) după potențile positive, intregi și crescătoare a le Crescerei h Fie f(x) o funcțiune or-care de x ănsă continuă; regulele de diferențiate găsite^ ne voru permite a formă derivatele f(x), f"(x), f"(x) f»(x), și prin urmare Vomu pute seri £ёгіа: Fie R restulu necunoscutu ce căpătamu, cănd subtragemu din funcțiunea f(x-bh), seria precedinte Vomu аѵё: Funfitidu ±4-h=z (1) de unde h=z—x, restul R se va scrie: (2) R=f(z)—f(x)-fc^ f(xl- f"(x) fc^f"(x)- 1 2 3 (z-^x)n 1 2 П f°(x) Subt această formă R devine o funcțiune de x, $ și Diferențiindu in privirea Iui x vomu pută Consideră pre z www dacoromanica ro 118 ca constantu, căci ecuațiunea (1) care leagă pre x cu h și z, nu determiuă pre г, cănd este datu x, așa dar vomu аѵё: Ș=—f'(x)—^''(x) — ^?—Х^Г(х} dx 4 J 1 J 1 2 J (z—x) 1 2 3 -Г(х)- „ (z-X)° 1 П f“+1(x) +f(x)+k 2L)f'(x) + (4-Дг(х) JL J • £ 1 2 3 l (n—1) ( ’’ de unde: dR— (Z—X)° dx 1 2 3 П 1 Л (2) bis Cu ajutorul acestei ecuațiuni vomu determină pre R Avemu in adevSru identitatea: d (z—x)ntl c dx’1 2 n(n+l) ——— C in care C este 1 2 n o con- stantă arbitraria Scă^indu această ecualitate, membru cătră membru din ecuațiunea (2), vomu аѵё: dR d (z—x)11'1 c (z—x)nc (z—х)п^1)( dx dx 1 2 n(n + l) 1 2 П 1 2 П sau, (z—х)п+1С “1 (z—x)n 1 2 3 (n+l)J~L2Xn C-f*ti)(x) (з)г • Sunt douS cașuri de consideratu, după cumu z este mai jnare, sau mai micu de cătu x, in valoare absolută, căci h=z—x 1 Fie h>o, sau z>x Admitemu că funcțiunea f”+1(x) este finită și că varie in-tr’unu modu continuu cănd variabila x varie de la o valoare oare-care x > x, va positivu, prin urmare membrul alu du- oilea va fi o cătime positivă, prin urmare vomu ave: dxL -m] 1 2 n(n+l) o ănsă scimu că de căte ori derivata unei funcțiuni este po- sitivă, funcțiunea este crescătoare, prin urmare funcțiunea: R (z x)ntl m, d 2 n(n+l) cresce impreună cu x; ănsă cănd x devine ecuale cu z a-ceastă funcțiune devine ecuale cu zero, căci ecuațiunea (2) ni arată că restul R, este zero pentru valoarea x=z, prin urmare această funcțiune este neincetatu mai mică decătu zero In adeveru, crescăndu impreună cu x, valoarea sa cea mai mare va fi valoarea corespun^etoare la cea mai mare valoare a lui x, adică la x=z; ănsă această valoare maximum amu vă^utu că este zero, așa dar pentru or-се valoare a lui x (x)]; pț va da inlocuindu constanta C prțn Mț (z x)n^ M 1 (z X? 1 2 n(n+l)J 1 2 П L 1 ’ căci n fiindu unu număru părerile, (z—x)? este positivu, și diferinția M—fn+1)(x) de aseipene Ргіц urn^c funcțiunea: R — mefrge crescăndu cănd x varie de Ц valoațea x=?=z pă^ă la www dacoromanica ro 121 jq valoare or-care »>z Ănsă pentru valoarea x=z, ea «ste zero, prin urmare pentru or-се valoare a lui x>Z, vomu аѵё: R — х^ M>o (6) 1 2 n(n+l) k J Substituindu acum in ecuațiunea de mai sus, constantei C valoarea minimum a derivatei f(u+1,(x), vomu аѵё: A" dx (z—x)ntl m~| (z—x)n 1 2 n(n-|-l)’ J 1 2 П [m— f«+‘)(x)] z, vomu аѵё neincetatu, R (z—x)“+l —i -— — m —x)n*x 1 2 n(n-bl)’ și a duoa R (x)] l) J www dacoromanica ro 122 cănd x cresce; ănsă pentru x=z, această funcțiune se anulează, prin urmare pentru or-се valoare a lui x>z, vomu аѵё: R — (z—x)ntl„ m o, căci ambii factori din alu duoilea membru sunt negativi De unde vedemu că funcțiunea Tr —• ———— ml, mer- * L 1 2 n(n+l) J ge crescăndu impreună cu x; ănsă pentru x=z ea este e-cuale cu zero, prin urmare pentru or-се valoare a lui x>z, vomu аѵё: R— (z x)n!* m>0 (9) 1 2 n(n-|-l) Necualitățile (8) și (9), ni dau pentru restul R, aceleași limite ca și neecualitățile (4) și (5), căci din necualitatea (8) deducemu R —— -m ’ v ’ 1 2 n(n-|-l) Prin urmare in toate tre limitele cașurile - m, si 1 2 n(n+l) ’ 9 așa dar vomu риіё seri: В- restul R, este cuprinsu in- (z~z)" — M; К fiindu unu număru cuprinsu cătră m și M — Pentru a dâ lui К o espresiune care să fie in legătură cu funcți unea considerată f(x), observămu că derivata Р”+1)(х) fiindu www dacoromanica ro 123 prin ipotesă, o funcțiune continuă, trece prin toate gradele de mărime cuprinse intre m și M, cănd x varie de Ia o valoare oare-care a să ficsa ^z, pănă la x=z ; prin urmare va trece și prin gradul de mărime K Insemnăndu prin x' valoarea variabilei x corespundetoare la acestu gradu de mărime alu derivatei f“+1,(x) vomu ave: K=f(ntO(x') Ănsă x', represintăndu o valoare cuprinsă cătră x și z; vomu pută seri: x'=x + ^(z—x), sau x'=x+^h, fiindu unu numeru positivu cuprinsu intre 0 și 1 Prin urmare vomu avă: K=f(ntl,(x+^(z—x)) De unde R=—(z x) -fn+1)(x+^(z—x)), 1 2 П (n-f-1) v " Sa“ Transportăndu această valoare, in ecuațiunea (2), ni va veni: (z—x)n+1 î 2 (n+l)’ fn+1)(x+5(z—1 ))=f(z)—f(x) fcîȚra) 1 2 1 (z—x)n 1 2 n fn)(x), de unde f(z)=f(X)+(^ffX)+^L2nx)+ +^=xbn,(x) (Z-X?*1 1 2 (n+l) fn+1)(x+^(z—x)), sau f(x-J-h)=f(x) + ^(x) + ^Г(х) +2Lf"'(x)+ www dacoromanica ro 124 h” 1 2 П fB)(x)4 hn+1 1 2 (n+î)’ ff»tn(x+^h), «are este seria lui Taybor Această serie se aplică de căte ori derivata fntl,(x) r&-măne finită și continuă, pentru toate valoarele lui x, cuprin^ se intre x și x4-h In cașul cănd cea mai de pe urmă derivată care inde-plinesce condițiunea precedinte, este fn)(x) seria lui Taylor se scrie: h h* hn 1 Kx+h)=f(x)+Hf(x) + А Г(х)+ -4-—^— - 1 1 2 1 2 (n—1) hn + * f(x4-*h), 1 2 П h“ sau adăugindu și scă^indu tefminul fn)(x), vomu аѵё: f(x4-h)=f(x)+ f(x)4- — f'(x) 4- —f"(x)4- 1 1 2- 1 2 3 +-^-fin’(x) 1 2 П De unde vedemu că restul R ie forma: hn R=r^„ - [f’(x+^)-P>(x)l (10) Restului R mai putemu dă ăncă o altă formă utile in aplicațiuni Amu vă(Jutu că R este o funcțiune de prin nrmare vomu pute seri R—?(x), aplicăndu acestei funcțiuni seria lui Taylor mărginită la celh ănteiu terminu vomu аѵё: 9oCx4-h)fe= (x)+^ '(x4-^(Jl—x-^ www dacoromanica ro 12& Ansă ecuațiunea (2), ці arată că restul R, adecă qp(x), se anulează pentru x=z, prin urmare ecuațiunea precedinte devine: o=9>(x)+- X 9>'(x+^(z—x)); de unde (x)=—-3 ■- (x) 1 1 2 1 2 n + C1) n a căria esistință se bazază, precum scimu, pe continuitatea funcțiunei f(x) Această formulă ănainte de limită devine: ffr+h)-fW=fw+a, (2) h sau f(x-t-h)=f(x)+hf'(x)+hw (3) Observăndu ănsâ că in virtutea formulelor (1) și (2) ы este o câtime ce se anulează impreună cu h, vomu pute seri: w=h£ (z)=f(X)—f(z)—(X—z)f(z)-(X-z)4 (5) Funcțiunea qp(z) se anulează pentru valorile particulare i=x, z=X; admițendu că este continuă impreună cu derivata sa țp'(z), acesta din urmă va trebui a se anulă asemene pentru o valoare a lui z cuprinse intre ж și X care se va pută pune, prin urmare, sub forma ж4-£(Х—x), & fiindu o fracțiune a unităței Diferențiindu in privirea lui z ambii membri ai formulei (5) ni va veni: țp'(z)=—f(z)—(X—z)f"(z)4-f/(z)4-2(X—z)wt=o pentru z=x+XX—x), de unde ’ sau ^f"(x-|-^(X—x)) U Li DucSndu această valoare a lui in locul seu in formula (4), vomu аѵё: f(X)=f(x)+(X-x)f(x)+^^f"(x+^(X—x)) b*- sau f(x+h)=f(x)+hf'(x)-|-—f'țx-l-^h), (6), care este £ Li seria lui Taylor mărginită la duoi termini ai desvălirei Putemu ăns6 ușoru prelungi desvălirea din alu duoilea membru la unu numSru or-care de termini In adevSru funcțiunea f'(x-l-^h) se poate pune sub forma f'(x4-^b)=f'(x)+w'; ănsS w' fiindu o cătime ce se anulează împreună cu h, vomu pută seri w'=w2h De unde relațiu-nea precedinte va deveni f"(x-|-£h)=f''(x)-|-w2h in care este o cătime ce remăne a determină Ducăndu această din urmă espresiune a lui f'Xx-l-^h) in formula (6) vomu аѵё: www dacoromanica ro 128 f(x+h)=f(x)+hf'(x)4-A f'(x)+ w2, sau f(X)=f(x) + (X—x)f(x)+(-ț^f"(x)+^^-\ (7) punendu x-|-h=X Făcăndu asupra lui X, x aceiași ipotesă ca mai ănainte și substituindu lui x o variabilă z, membru alu duoilea alu formulei precedinți se va transformă intr’o funcțiune de z, care va deveni ecuale cu f(X), pentru duoe valori particulare &■ le acestei variabile z=x, și z=X Insemnăndu prin '(z) este asemene continuă, aceasta din urmă va trebui a se anulă pentru o valoare a lui z cuprinsă intre x și X Vom ave: g>'(z)=—f(Z)—(X—z)f'(z)—(2L^Hz)+f(z)+(X-z)f"(z) 1 2 1 2 2 ’ de unde Ы2=™=П£±£(Х-^) 2 3 3 Duc6ndu această valoare a lui w2 in formula (7) vomu obține: f(X)=f(x)+(X—x)f'(x)+2=^-2 f"(x) +(4=?Пх+^СХ—x)) 1 2 0 sau f(x+h)=f(x)+hf'(x)+^- Г(х)Г'(х4-ЗѢ) (8), 1 2 1 2 o www dacoromanica ro X29 in care desvglirea funcțiunei f(x+h) are unu terminu mar mult decăt in formula (6) Este evidinte ca repetăndu de'" n ori, acelașu șiru de raționamente, vomu ajunge la o' des-ѵёііге a funcțiunei f(x+h) compusă din n+1 termini, și h“+i unu restu de formă — -wn, in care wB este o cătime ce 1 2 3 П remăne de determinatu Vomu аѵё astfeliu: Kx+b)-f(x)+Jr(x)+^t"(x) + +••• 1 l J l J O hn Ьж*1 + -^-P’(x)+A «,n (9) 1 2 П 1 2 n Pentru a determina pre wn, vomu procedo ca și pentru ut, %, ceea ce ne va duce a seri f(X)=f(x)+(X—x)f'(x+(2E=5) 2f' '(x) +Ș=^ 3f' (z) + (n + l)^-2) 1 П =o l (n—1) 9 www dacoromanica ro 130 pentru z=x+^(X—x) De unde +**-£) n, + l n + 1 Ducăndu această valoare a lui wn in locul seu in for-' mula (10) ni va veni: f(X)=f(x)+(X—x)f'(x) +(-^ f"(x) +^Г*' "(*)+••• 1 2 1 2 0 +^=^>\x)+TȘ=^f (o) 1 1 2 1 2 U P“W)-fn’(o)] (16) jL ă n f(x)=f(o)+*f'(o) + f"(0)-H 4- 3’‘- f (t) pre care dcsvelind'o după seria lui Maclaurin avemu: + + 2 4-3 1) '(o) 9>"(o) etc valorile lor in funcțiune de derivatele—, dx df etc Pentru a găsi aceste valori va fi de ajunsu a fort-dy mâ mai ăntăiu derivatele succesive (t)= ( —^/х+—^y I \dp dq / Diferențiindu ecuațiunea (4) in privirea lui t și impăr-țindu prin dt vomu găsi de asemine /dU , dU A© У (t)=( —z/x+— лу 1 \ dp dq у și in generalu vomu аѵё: cu condițiunea de a schimbă \ dp dq / in desvălirele binomului лу i esponenții lui dU in indici, dp dq / FăcSndu in ecuațiunile precedinți pre t=o și observăndn că in acestu casu p devine eeuale cu x, q eeuale cu у și U=u vomu ave: 9,(o)=f(x,y)=u ,, ч df л df du dii , ф'(°)=з- zA+—zfy=—/Л+—z/y=du dx dy dx dy fdu du \(2) ,8 ^dx dy J ?'"(o)= =( (0)= =( Kdu du \(B> js;+— z/y 1 =d”u idx dy / De unde: (5) , 1 r/dU dU ' +ІГ Дз?л+^ /du Â , du \(n)‘ Sau ăncă intr’unu modu mai uniformu: I dt2 Jo> In adeverii avemu: {F(z)}0=F(x) căci penntru t=o ecuațiunea (9) ni dă z=x dF(z) w/7\ dz dt U dt de unde in virtutea relațiunei (10)i (11) ^^=F'(z),f(z) ^-; de unde =F'(x)f(x) dt dx I dt Jo Diferențiindu ecuațiunea (11) in privirea lui t vomu' аѵё' de asemene: d2F(z) d dt2 dt 1X3 ănsă putemu seri F'(z)f(z) —=f(z)F'(z)—=f(z)-^^z^ dx dx dx sau punăndu f(z)dF(z)=dy(z) ni va veni: F(z)f(z)^=^ = y'(z)^ dx dx dx de unde daF(z) d /dy(z)j dt2 dty dx / sau ăncă d»F(z) d/d9 2 d[F (x)=^x^ care pentru valoarea particulară 1 x=a presupunemu că se reduce la www dacoromanica ro 144 Dacă in acelașu timpu amu аѵё F'(a)=o f'(a)=o, atunci suprimăndu in formula (1) terminul ăntăiu din numărătorul și din numitoriu care’su ecuali cu zero, suprimăndu de a-semene factorul comunu —și făcăndu după aceea x=a 1 2 vomu аѵё: și in generalu cănd vomu аѵё in modu simultanu: F(a)=oF'(a)=oF"(a)=o F(n~1)(a)=o f(a)=o f'(a)=o f"(a)=o fn l)(a)=o atunci adevărata valoare a funcțiunei gp(x)=^^ pentru x—a T(a)=^« (3) va fi: Fsemple: 1) Fie funcțiunea y(x)=* -■ care pentru x==a ie for- x—a ma indeterminată Pentru adevărata sa valoare formula (2) ni dă: 9>(a)=^T2=mam-1 2) И (x—a3) In acestu casu avemu F(x)=(x2—a’)5 f(x)=(x—a)3 de unde F'(x)=5(x2—a2)42x și F'(a)=o f'(x)=3(x—a)2 și f'(a)=o F"(x)=20(x2—a2)3 4x2+10(x2—a2)4 și F"\a)=o f"(x)==6(x—a) și f"(a)==o www dacoromanica ro 145 F'"(x)=6 0(x2—a2)28x3+40(x2—a2)32x+160(x2—a2)3x, și F'"(a)=o f"'(x)=6 și f"'(aj=6 De unde (l)=g- Avemu adevarata sa valoare va fi: II Trecemu Ia casulu cănd funcțiunea țp(x)= l Ziefor- 1^x7 10 www dacoromanica ro 146 ma nedeterminată— pentru valoarea particulară x==a; a-oo tunci avemu simultanu: F(a)=oo, f(a)=bo Putemu seri: sau ф(а)=^ ansă prin urmare fXa)=wy ^(a)2’(4) sau 1=w De unde g>(a)=I^—adică aceiași regulă ca și in ca-f (a) sul ăntăiu Dacă amu аѵё din nuou F'(o)=ooși f'(a)=oc, atunci re-petăndu asupra funcțiunei operațiunile precedinți vomu găsi: W)’ și in generalu cănd vomu ave in modu simultanu: www dacoromanica ro 147 F(a)=ooF'(a)=oo, F"(a)=oo F(n ^(a)^©® f(a)=o© f(a)=oo, f"(a)=©© f»-i)(a)=oo adiverată valoare a funcțiunei (a)=o Adăugăndu la ambii membri ai ecuațiunei y(x)—o subsiste in finitul Fie constată A, vomu ave: f(x) a căreia adeverată valoare va fi constantă A; prin urmare vomu аѵё ?(a)+A, sau=—^±^^=I^+A f (a) f(a) de unde~F -a)=o+y(a), ceia ce ni arată că adeverata va-f (a) loare (a)=oo si prin urmare-A- ’ 9>(a) pentru x=a, ave: a acestei fracțiuni derivatelor Vomu =o căci prin ipotesă avemu Așa dar adevărata valoare va fi dată de cuoțientul de unde inversa, 9>(a) sau zero adică valoarea funcțiunei propuse va fi: x F'(a) —r- sauoo= (x)= •• v 1' care pentru cotgx x=o, se presintă sub forma nedeterminată— In acestu casu OO avemu F(x)=VA); F'(x)=J- (—Д)=—F'(o)=oo v x/ (4) X- x / x f(x)=cotg x; f'(x)=—Д- f(o)=oo sinJx ănsă (x)=M se reducu la cașurile f(x) care pentru valoarea particulară x=a, precedinți 5 fî; prin urmare adevărata corespundetoare la x=a va fi: valoare a funcțiunei 9>(a)= F'(x) sau țp(a)— ад -f'(x) —F'(x)} f(x)2J x=a F(x)2J x=a JEsemple: 1° Fie funcțiunea; (x)=f(x)lF(x) care pentrp x=a ie forma— f(x) presupunăndu că F(a}=o f(a)=o, de unde (F'(x)\ F(x) /№)f(xA f'(x) “ \f(x) F(x)/X=a f2(x) / x=a de unde y(a)=e^^‘ Totu in acestu modu vomu determina valoarea lui www dacoromanica ro 152 V*(a), cănd vomu ave F(a)=°o și f(a)=o sau F(a)=l și f(a)=co Esemple £ 1° Fie (x)=xx care pentru x=oo ie forma oo° vomu 1 lx ave (oo)=ekx7x==oo=l X (xlx)I=o 2) Fie g>(x)=x ; vomu аѵё y(o)=e ănse: de unde 9>(o)=l 1 3) Fie ăncă y(x)=(Axm+Bxm“1+ +V)x care pentru x=oo ie fooma oo° avemu: ~l(Axm+Bxm~1+ +V~| (oo)=l L Axm+Bxm-1+ „+V JI=00 ’ 1 4) Fie (x)=x1—xcare pentru x=l ie forma l oo lx Avemu —1 (a+h) Va-l-h—Vă+V(a+h)2—a2 Уа+h—Va4 V2ah-|-h2 Va-f-h—a Vh www dacoromanica ro 154 I sau 9>(a+h) h—Ѵа+Ь^Ѵ2ач-Ь I14- hfy2a+h[~|/a-t-h+~|/a] j lJ[ya+h4-yâî sau 9>(a + hl[Va+h+igV2l+h Va+h+Va de unde făcăndu h=o avemu y(a)=o Leoținnea XIII Aplicațiuni analitice, (urmare) Aplicațiunea seriei lui Maclaurin la desvelirea funcțiunilor de o singură variabilă In aplicarea serielor lui Maclaurin și Taylor la desvelirea unei funcțiuni, trebue totdeauna a ne asigura dacă desvelirea particulară ce deducemu din formulele generale formează o serie converginte Pentru aceasta referindu-ne la definițiunea serielor converginți, va fi de ajunsu a vede dacă suma Sn a celor intei n termini ai desvelirei tinde cătră o limită finită și determinată căpd numărul n cresce indefinitu, sau dacă restul corespundetoriu Rn tinde cătră zero cănd n tinde cătră infinitul} sau ăncă a ne servi de vre u-nul din teoremele relative, la convergință serielor Tesvelireabinomului (l-|-x)ra, m fiindu unu numeru or-care Pentru a ave desvălirea binomului (l-|-x)m după poten-țile positive și intregi a le lui x vomu aplică formula: f(x)=tfo) + lf'(o)+^f4o) +^f''4o) + ynfl + 1 1 2 (n-|-l) care in cașul presinte ni dă: www dacoromanica ro 15S' f(f>=(l+x)“ și f(o)=l f'(x)=m(l+x)m 1și f(o)=m f"(x)=m(m—1) (1 Ч-х)®-8; și f"(o)=m(m—1) f"'(x)=m(m—1) (m— 2) (1 + xjm~3 și f"'(o)=m(m—1) (m—2) fW(x)=m(m—l) (m—n+1)(l+x)m~n; fn)(o)=m(m—1) (m—n+1) fi“+1)(M)=m(m—l) (m—n)(l+Jx)m n 1 De unde: (1) (l+l)-»l+“x+^=l)z^ m(m—l)(m>—2) 1 2 3 x3+„ m(m—l) (m—n+l)^n , ’i v : б + m(m——n) 1 2 (n+1) m—n—1 (l+№) x“+1 Pentru ca membrul alu duoilea să poată represintă fiinc* țifinea (l+x)m trebue să formeză o serie converginte, căci scimu că numai seriele conveginți potu represintă cătimi finite și determinate Avemu -o Restul R”+l se poate seri -o m (nw-1) (m—2) (m—i+l)x (m—i)x п+1 1 2 3 i i-M> (m—n)x 1 ■ in care cănd n cresce indifinitu i poate fi luatu indestul de mare pentru ca să avemu i+l> m—i sau са^-р1 1 seria (1) este deverginte, căci avemu: m(m—l) (m—p)vPtl UP+1 1 2 (p + D Up m(m—l) (m—p+DyP 1 2 p sau Up+l (m—p) x Up (p+1)’ care tinde cătră x cănd p cresce indifinitu; ănse x fiindu>l seria este diverginte in virtutea unni teoremu demonstratu in teoria serielor J)e voimu acum a ave desvelirea binomului lui Neuton pentru unu espouentu or-care m, va fi de ajunsu a face pre www dacoromanica ro 158 x eeuale cu cătoriul—, a fiindu>b, in formula yqmu Я аѵё: / b \“ mb m(m—l)/b\a m(m—l)(m—2)/b \3, \ a/ la 1 2 V/ !• 2- m(m—l) (m—n)A\nfl Л , Д'1—1 1 1 (п+1)\а/ \ a/ sau imulțindu ambii membri prin am, ni va^veni: (a+b)m=ama^b + 2+ m(m—l) (m—n+1)„bn rn(m-l) (rn-n)am n 1Kntl 1 2 n 1, 2 (n-{-l) (V)\ m-n-l i+^y Desvelirea funcțiunei l(l+x) Aplicăndu funcțiunei 1(1 H-x) formula: Г(х)=£(о)+ІГ(о)+^Р(о)+^"Чо)+ xnti Г2ДК+1) avemu: f(x)=l(l +x), f(o)=l(l)=o f'(x)=—L-, f'(o)=l iH-x f"(x)=-(l+x)-2, f"(o)=-l f'"(x)=+1 2(l + x)-3, f"'(o)=+1 2 fn)(x)=+1 2 3 (n—1)(14~x)~n, f(°\o)=+1 2 (n—1) f(ni’1)(#x)=4^1 2 3 n(l-|-#x) n 1; de unde www dacoromanica ro 159 1 Această serie este converginte cănd valoarea absolută; a lui x este o Avemu 1 n+1 X 1+-M nfl care tinde cătră zero cănd n cresce indefinitu căci l+№ —— | ’ tinde cătră zero cănd n tinde 1+^x7 cătră infinitul Cănd n este negativu, atunci restul Rn devine: 1 X x Xnti Rn= ( -а-1 care nu scimu dacă tinde cătră zero, n + l\l—,?x/ căci ———poate fi 1,-după cum x este > (1—In acestu casu trebue a luă o altă formă a restului sau Rn= Tnti 1 x4-^x-Ț - x 1—5xJ 1—^x, Care tinde cătră zero cănd n cresce indefinitu căci l seria (3) este diverginte, căci raportul de la unu terminu la precedintele seu este: xPtl Up+l p-M px Up xp p+1 P~ care tinde cătră x cănd p tinde cătră infinitul; prin urmare www dacoromanica ro 160 va fi di- incependu de la unu terminu oare-care indestul de indepăr-tatu de celu ănteiu alu seriei, raportul 11 va remănă ne- Up incetatu mai mare dccătu unu numeru k>l și 4-y—îsiny^ In adevăru putemu seri: а+ьу—і=утаг* а УаЧ1? in care vomu pută pune , a b +y*’~b’= r1 z=r4 ,,=F-■ , - (cosx 4-у—isinx) cosnx+y—isînnx sau , ' ч n cos(nx)—У— isin(nx) -(cosx 4-У—isinx) n= ■ \ / V - ■■ cos2(nx;-|-sinz(nx) —C&s(—nx) +yZ3îsin(—nx), ceia ce este in acordu cu formula (1) Fie m unu număru frac'țidnaru m =— p și q fiindu numere positive și intregi , 'Xfribuîndu r^clăcinei g a unei espresiuni imaginare cosx-y ^CZ4sin aceiași însemnare care o au și rădăcinile câtimilor reale, vomu avă mai ăntăiu: www dacoromanica ro 166 (2) (cosx+y^îsinx)^=cos^qx+y^4sin|x; căci rădăcina q a espresiunei (cosx+y^jsinx), redicată la potența cp trebue să reproducă pre (cosx+y^lsinx); ănsă in virtutea formulei (1) a redică o espresiune imaginară la ю potența întreagă este a immulți argumentul ei prin esponentul po-tenței, prin urmare estragerea rădăcinei unei espresiuni imaginare nu poate fi decăt inversa adice împărțirea argumentului prin indiciul rădăcinei Redicăndu ambii membri ai formulei (2) la potența p vomu аѵё: £ / p (cosx+y—isinx)11 =cos( —x -J yZisin( -?x \q ceia ce ni arată că formula lui Moivre se aplică și la espo- nenți fracționări Desvelirea lui sin(mx) și cos(mx) după potențile positive și întregi ale cosx și sinx, m fiindu unu питёги intregu Avemu formula: (cosx -ЬУ—[sin x)m=cos(mx)+У—îsin(mx), sau cos(mx) + yzZîsin(rnx)=(cosx+y=îsinx)m Desvelindu membrul alu duoilea după formula binomului lui Neuton vomu ave: cosmx+У—lsinmx=cosmx4-™y=ZTcosm 1xsinx —— cosm 2xsin 2x———У—1 cos“~’x sin3x 1» 2 1» 2 3 -2Hm -^)Cosm-»xsin4x | etCi ețc + 1 2 3 4 Ăns6 cănd duoă espresiuni imaginare sunt ecuali avemu separatu ecuali intre ele, părțile reale și părțile imaginare, de unde: www dacoromanica ro 167 cosmx=cosmx———cosm 2xsin2x 1 2 + m(m-l)(m-2)(m-3)c(is -n+l) in(m-l) Xin-h+l)ț^1^ 1 2 n ■*" 1 2 n sau U + D [um~n vn+uln~n~t vntl] 1 2 n L J m(m—l) (m—n+1) n nr , , —^ 2- -X-Tunvn[u+v] sau U^^-^-^+jj acosx 1 2 n Pentru a ave desvelirea lui sinmx vomu ^edicâ la potența m ambii membri ai formulei 2ț/^î^nx!=(u—v) și vomu аѵё: 'Cț/^î)*" 2,nsinax=(u—v)m=um——u,n“1v+1^S^lDunl^v2 1 1 2 ++n^Z^u2v“-2+ +2uvm~1++vm (4) 1 2 1 www dacoromanicaDro ?І&9 ‘Câi d1Ъeste ‘ pereche m=2n terminii"ce‘suntla o eeuale distanță de estremi au acelașu coeficientu și acelașu semnu; grupăndu’i 1 и « |Tyi/ î 1 dar de ajunsu a identifica pre f(cos^+y—isin?) cu e J r Vomu1 pune: c(cos94-V-^îsinqp)=ex *-^ 1 = ex e^—1 sau e(cos —o cănd a este positivu sau )=l de unde m =—1, (?msinmy=o; de unde o*01—+1 sinm =—1 Argumentul m trebuindu a fi astfeliu ca sinusul său să fie zero și cosinul —1 va fi ecuale cu unu multiplu nepă-reche alu lui n; vomu аѵё dar m = -n T m Prin urmare espresiunea generală a rădăcinilor ecuațiunei x“+l=o (14) /2k-|-l\ /2к-}-1\ va fi: x=cosl -!— ln+V—1 sin I —In \ m / \ m / Dăndu lui к valoarile o, 1, 2, m—1 vomu obține m valori distincte a le lui x care voru represintă pre cele m rădăcini ale ecuațiunei (14) Cănd m este păreche toate ră- dăcinile acestei ecuațiuni sunt imaginare, și fiindcă scimu că sunt și conjugate două căte două va fi de ajunsu a da lui к valorile o, 1, 2 m cu condițiune de a luâ radicalulu imaginara V—1 cu duplul semnu (+) Căndu ni este ne-păreche ecuațiunea (14) admite o singură rădăcină reală m—1 corespunzătoare la valoarea k = toate celelalte sunt ^maginarie; va fi de ajunsu in acestu casu a dă lui к valorile O, 1, 2 Espresiunea generală a rădăcinilor (14) va fi de unde acea a rădăcinilor ecuațiunei xm+A=o, 12 www dacoromanica ro 178 va fi x=a cos m in care avemu а=Ул Teoremul lui Cotes Scimu din Algebră că a, b, c k, fiindu rădăcinile reale sau imaginarie ale unei ecuațiuni algebrice f(x)=o, polinomul f(x) se poate scrî sub forma f(x)==(x—a) (x—b) (x—c) (x—k) (a) Aplicăndu această formulă la ecuațiunea binoamă xm—A=o, a căreia rădăcini sunt date de formula x=a r 2kn , 2kiT| cos—+y—lsin— , in m J vomu аѵё, cănd m este unu număru păreche, / gir 2 \ xra—A sau x™—ara=(x—a) ( x—acos——a]/—1 sin — i \ m m j —acos— a}/—isin^11 (x—acos——al/—isin—\ m m / \ m m f (x—acos—-f-aV^Tsin— \ (x+a) у m m / sau alăturăndu factorul (x+a) la factorul (x—a) și im-mulțindu de asemene duoi căte duoi factorii corespundetori la rădăcinile imaginare conjugate, vomu ave: xra—ara=(x2—a2)/ x2— 2axcos—+a’\ /x2—2 axcos—+a2\ \ m / \ r m J (xs—2 axcosA^Z^Y’+a2) (17) \ m / In cașul cănd m este nepăreche avemu: www dacoromanica ro 179 xm—a“=(x—aJ)(x2—2 axcos^-H-a2 \ m m—1 m и + а2) (18) (xa—2axcos Teoremul lui Cotes are de scopu a dâ o interpretațiune geometrică acestoru din urmă formule (17) și (18) —Pentru a ajunge la aceasta descrimu cu o radiă o A=a o circon-ferință pre care o impărțimu in m părți ecuali, incepăndu de la puntul A Pe direcțiunea diametrului AA' luămu o lungime O M pre care o re-presintămu prin x și unimu puntul M cu fiecare din puntele de divisi- une ale circonfennței AB fiind una din acele divisinni a-2n vemu AB=—; triunghiul OBM ni dă: MB2=OM2+ OB2—2OB OMcos— m 2n sau MB2=x2+a2^r-2axcos— m ănsă MB=MB' de unde MB2=MB MB'( de unde’ MB MB'=x2—2axcos—-|-a2 m Vomu ave asemene 4n MC MC'=x2—2axccs -|-a2 m MG MG'=x5—2ax cos——-n -|- a8, m 1 12* www dacoromanica ro 180 MA MA'=(x—а) (x+a)=x2—а8; de unde in virtutea formulei (17) ni va veni: xm-ansau(OM)m-(OA)ra=MAMA/MBMB'MCMC\ MGMG' ceia ce ni arată că Diferința potenților a m* ale linielor OM, O A este ecuale cu productul linielor ce unescu punctul M cu puntele de divisiune ale circonferinței In această consistă teoremul cunoscutu sub nume de Teoremul lui Cotes, elu esistă atăt pentru m număru păreche căt și pentru m nepăreche Teoria Mdcsimumului-și Minimumului funcțiunilor esplicite și implicite de o singură variabilă Picemu că valoarea unei funcțiuni ,f(x) corespuntjetoare la o valoare particulară (a) a variabilei x, este maximum cănd această valoare f(a), este mai mare decăt valorile vecine f(a—h) și f(a4*h), h represintăndu o cătime foarte (mică Diferința f(a4-h)—f(a), va fi dar in acestu casu o cătime negativă, h putăndu ave valoare positivă sau negativă De asemenea (Jicemu că valoarea funcțiunei f(x), este minimum pentru хь=а, cănd valoarea f(a), este mai mică decăt valorile vecine f(a—h) și f(a4-h), așa incătu in acestu casu diferința f(a4-h)—f(a), va fi positivă, fie h positivu sau negațivu In generalu funcțiunea f(x) este macsimum, sau minimum după cum diferința f(x+h)—f(x) este negativă sau positivă, or-care va fi semnul lui h Desvălindu fuhcțidnea f(x-ț-h) după seria lui Taylor și oprindu-ne la alu duoilea terminu avemu: www dacoromanica ro 181 de unde f(x + h)-rf(x)+|f (x) + ^f”(x+*k) f(x-i-h)—f(x)=^f (x) + jLf 4x4- Jh); 1 1 u Semnul membrului alu duoilea este acelu alu terminului lis hf'(x) căci terminul alu duoilea—f"(x 4- ^h) este 1 2 infinitu de micu in rapprtu cătră jf'(x) Prin urmare semnul membrului alu duoilea se schimbă impreună lui hf'(x) adică cu semnul lui h; așa dar pentru ca semnul diferinței f(x4-h)—f(x) se fie independinte de acelu alu lui h, adică pentru ca funcțiunea f(x) se poată fi unu macsimum sau unu minimum tre-bue să avemu: hf(x)=o sau f'(x)=o; căci Л este numai o valoare foarte mică dar diferită de zero Atunci diferința f(x-f-h)—f(x) devine: f(x4-h)—f(x)=lLf"(x4-Sh) sau f«(x) + ''(x-ț-^h), a căreia semnu este independinte de semnul lui A; prin urmare valoarea funcțiunei f(x) va fi macsimum cănd f"(x) va fi negativii și minimum cănd f"(x) va fi positivu Dacă ănsă valoarea lui x care anulează derivată f\x), a-nulează și derivata a duoa f"(x), atunci funcțiunea f(x) nJare nici macsimum nici minimum, căci avemu : Vi 3 Vi 3 f(x4-h)—f(x)=p^gf"'(x4-sh), sauJL f"'(x) 1 2 3 4 Pentru ca funcțiunea f(x) să admită unu macsimum sau unu minimum, trebue in acestu casu valoarea lui x care www dacoromanica ro 182 nuleză pre f (x) și f"(x) să anuleză și pre f "(x), și atunci vomu аѵё: h4 f(x+h) -f(x)—^-fIV(x+^h), care pentru flv(x-|-^h) »o unu minimum In generalu valoarea variabilei x care corespunde la unu macsimum sau la unu minimum alu funcțiunei f(x) anulează pre dirivata f(x) sau unu numeru nepăreclie de dirivate succesive, incependu de la cea dint&iu Esemple: 1 Fie funcțiunea f(x)=xx Pentru a simplifica căutarea macsimumului sau minimumului acestei funcțiuni, ii substituimu logaritmul seu ne-perieanu, căci in generalu la macsimumul sau la minimumul logaritmului unui numeru corespunde macsimumul sau minimumul acelui numeru Punendu lf(x)=F(x) vomu ave-F(x)=xlx De unde condițiunea macsimumului sau minimumului a funcțiunei l(xx) este F'(x)=lx-|-l=o de unde lx=—1 de unde x=e 1=\ e Macsimumul sau minimumul lui F(x) va fi dar Pentru a determina dacă această valoare este macsimum sau minimum, trebue a vede dacă derivata a duoa a lui F{x) pentru x =- este negativă sau positivă- www dacoromanica ro 183 Avemu ceia ce ni arată că F — de unde F" e este unu minimum-, de unde minimumul funcțiunei propuse, f(x)=xx, este 2 Fie funcțiunea f(x)=ex+2cosx+e~x Avemu f'(x)=e'—2sinx—e~x=o care e ve- rificată de valoarea x=o Pentru a sci dacă pentru x=o funcțiunea f(o) este macsimum sau minimum trebue a consideră derivata adoua Avemu de unde f"(x)=ex—2cosx-|-e x, f"(0)=o Trecăndu la derivatele următoare găsimu f"'(x)=ex+2sinx—e x=o pentru x=o, fIV(x)=ex +2cosx+e x=4 pentru x=o De unde conchidem că f( o)=4 este unu minimum 3 Fie y=F(x) ecuațiunea unei curbe raportată la duoe acse dreptunghiulare Ni propunemu a găsi distanța minimum de această curbă a unui punctn M datu prin coor-dinatele sale a, b Fie к unu punctu alu curbei Avemu relațiunea МК=У(а—x)2+ (b—y)2 Pentru ca distanța MK să fie unu minimum, trebue a ave: sau sau —(a—x)dx—(b—y)dy= V(a-x(2+ (b-y)* (a—x)dx+(b—y)dy=o, -« b—у dy 1 + —; a—x dx www dacoromanica ro 184 ceia ce ni arată că dreapta MK acăreia coeficienții unghiu-ț) у lariu este -face unu unghiu dreptu cu tangenta la cur- a— x • dv bă m punctul к, a căreia coeficienții unghiulariu este-m Să presupunemu că ecuațiunea generală y=F(xj, represintă unu cercu raportatu la centrul seu luatu ca origine a cordinatelor și că puntul datu M se află pe acsa absciselor la o distanță a de centru; atunci ecuațiunea y=F(x) ie forma x2 + y2=r2 Soluțiunea generală a problemului precedinte ni dă ca distanță minimum a puntului la curbă se mesură de o per-pendiculă dusă din puntul datu M la tangentă la curbă, prin urmare iu cașul presinte distanța minimum căutată va fi MA, totușu această soluțiune n’o putemu obținfc aplicăndu directu regula generală In adevfiru avemu, MH2=y4(a-x)2=y2+x»-^2ax+a2 sau MH2=r’+a2—2ay De unde aplicăndu regula co- mună minimumului și macsimumului suntemu conduși a scrie: —2a=o ceia ce’i cu neputință Aceasta provine din a-ceia că minimumul MA in cașul de față nu indepline-sce condițiunile defiinițiunei, adice de a lemănfc neincetatu o cătime mai mică decăt dis- tanțile vecine MH corespundtetoare la valori de ale variabilei x mai mici sau mai mari decăt r; căci pentru valori de a le lui x>r, MH devine imaginariu 4 A determină macsimumul de lumina trimeasă de o lam www dacoromanica ro 189 pă F asupra uftui disculețiu w» ce se află pe acelașu planu orizontala pe care stă piciorul A alu lampei Distanța Am este constantă Fie Am=a f AF ănsă poate varia după voință Ad-mitemu de asemene că dimensiunile dis-culețiului sunt foarte mici in compara-țiune cu distanța mF in căt unghiul ce’lu face o radă mF cu planul discu-lețului este acelașu pentru toate radele cănd negligemu dimensiunile foculariului A F alu lampei Scimu că intensitatea de lumină proiectată de unu puntu luminosu pe unu elementu de suprafața plană este directa proporționale cu sinusul unghiului ce’lu făcu radele de lumină cu suptafața și inversu proporționale cu pătratul dis tanței Insemnăndu prin x unghiul ce’lu face o radiă Fm cu plâiiul discului și prin Q cătimea de lumină primită de planul discului vom аѵё Q== Isinx mF^’ I fiindu o cătime determinată prin esperimente Triunghiul dreptunghiu mAF ni dă, a=mFcosx, de unde mF=—~; cosx de unde n Isinx cos2x a2 Cuantitatea Q cănd vomu аѵё: va fi unu maciimum sau unu minimum, = I fcos 3x—r cosxsin 2x]=o dx a2 www dacoromanica ro 186 Această ecuațiune poate fi verificătă in duoe moduri: punăndu cosx=o, sau, cos2x—2sin2x=o, adică 1—2tg2x=o + 1 sau tgx= У2 Pentru a sci care din aceste duoe sohițiuni corespunde la macsimum și care la minimum trebue a ne referi la derivata a duoa a lui Q Avemu: i dx2 a2 sau ^-3= i ; dx2 a2 care pentru cosx=o adică x=g se reduce la: d2Q OT , — o prin urmare cosx=o corespunde la unu mi-dx2 a2 nimum, ceia ce eră ușoru de prevădutu; căci pentru ca unghiul x să poată fi ecuale cu trebue ca lampa să se a-fle la o distanță infinită Suluțiunea tgx=-^ introdusă in espresiunea lui dă: y-^=î-sinx = i dx2 a2 • a2 £ 71 1 7 o, ceia ce ni arată ca tgx= ni dă unu maximum alu lui Q У2 înălțimea lampei corespundetoare la acestu macsimum fi a VF AF= www dacoromanica ro 187 Nota Aplicăndu funcțiunei f(x-\-h) seria lui Taylor am admisu prin aceia tacitu că f(x) și derivatele sale consecutive f(x), f"(x) etc , sunt neincetatu finite și continue, fiindcă numai cu această condițiune o funcțiune de x poate fi desvSlită după seria lui Taylor; se poate ănse intemplâ ca valoarea particulară а lui x, care satisface ecuațiunea f'(x)=o, să deie derivatei a duoa f"(x), o valoare infinită sau ca derivata f(x) insăși să nu poată deveni eeuale cu zero decăt pentru o valoare infinită a lui x; atunci seria lui Taylor este neaplicabilă, și pentru a găsi condițiunile macsimumului și minimumului funcțiunei f(x) trebue a ne servi de con-siderațiunile următoare: Trecerea unei funcțiuni continue, printr’unu macsimumu, ni arată că această funcțiune a variatu mai ănteiu crescăndu, și incepe apoi a decresce Ănsă cănd o funțiune cresce, scimu că derivata sa este positivă, și negativă cănd funcțiunea decresce; prin urmare inainte de macsimumu derivata funcțiunei este positivă, după macsimumu este negativă, de unde conchidemu că pentru ca o funcțiune să admită o valoare macsimumu trebue ca derivata să’și schimbe semnul trecendu de la positivu la negativu; De asemene trecerea unei funcțiuni printr’unu minimumu ni arată, după definițiunea acestei cătimi, că inainte de valoarea minimumu funcțiunea a variatu decrescăndu neincetatu pentru a incepe apoi a cresce; de unde conchidemu după proprietățile derivatei, că pentru ca o funcțiune să admită unu minimumu trebue ca derivată sa'și schimbe semnul tre-căndu de la negativu la positivu л Esemple 1 Fie funcțiuneaf(x)=b-|-(x—a)3 www dacoromanica ro 188 Avemu: f'(x)=|(x—a)^ și f'(x)=o, ni dă x=a Ănse fu(x)=— -—pentru x=a devine f"(a)=oo; 1 (x—ap prin urmare regula dedusă din seria lui Taylor nu poate fi aplicată Pentru a sci dacă funcțiunea f(x) admite unu ma-csimumu sau uuu minimumu trebue a vedfe dacă derivata f'(x) iși schimbă semnul cănd x trece de la o valoare mai mică decăt a, la o valoare mai mare decăt a Dăndu lui x valoarea x=a—h avemu: lui x valoarea x=a-*-h avemu de asemene 2 ur- vedemu că fTx) nu’si schimbă semnul: Dăndu de unde mare funcțiunea f(x) n’admite nici macsimumu nici minimumu 2 Fie funcțiunea: f(x)=b-}-(x—a)y Avemu: f'(x)=f (x—a)^ care se anulează pentru x=a Ănse: f"(x)=| -— pentru x=a devine f"(a)=oo (x—a)^ Esaminăndu semnul lui f(x) inainte și după x=a găsimu; f'(a—h)=fț—h)^ o De unde incheiemu că valoarea f(a) a funcțiunei f(x) este unu minimumu căci derivata iși schimbă semnul trecăndu de la negativu la positivu 3 Fie in fine funcțiunea: f(x)=b-f-(x—a)^ www dacoromanica ro 189 Avemu: f(x)=|(x—a) —-—± T 3(x—ap Valorile lui x corespundetoare la unu macsimumu sau la unu minimumu alu funcțiunei sunt acele prin care derivata f(x) trecăndu iși schimbă semnul; ansă pentru x=a avemu f(x)=oo pentru x—a—h f (a+h)=| —1— o; (h)^ de unde conchidemu că pentru x=a funcțiunea f(x) admite unu minimumu f(a)=b Cașul funcțiunilor implicite de o singură variabilă Fie у o funcțiune de x legată cu această variabilă prin’ ecuațiunea neresolvită f(x,y)=o Putemu găsi condițiunea maximumului și minimumului a-cestei funcțiuni fără a resolvi ecuațiunea;(-căci diferențiindu după regula funcțiunilor compuse avemu df , df, — dx-|-—dv=o dx dy ' df De unde dy dx dx df’ dx și pentru condițiunea macsimumului și minimumului funcțiunei у vomu ave: df dy dx sau ——=o df dy www dacoromanica ro 190 Esemple 1 Fie ecuațiunea: y3—3ayx+x3=o care raportată la duoă acse dreptunghiulare represintă curba cunoscută sub nume de Fruntța lui Decarte (Folium de De-cartes) Deferențiindu această ecuațiune avemu: 3y2dy—3axdy—3aydx-+- 3x2dx=o sau 3(y2—ax)dy+3(x2—ay)dx=o; de unde condițiunea macsimumului și minimumului а5= х'-аУ=о, • dx у 2—ax dă: x2—ay=o x2 sau y= a Punăndu această valoare a lui у in ecuațiunea propusă, avemu x6 —-—3x3+x3=o sau x6—2a3x3=o d3 suprimăndu factorul comunu x3 ni remăne: x3=2a3 3 de unde x=a}/2 у=аУГ Pentru ă sci dacă aceste valori corespundu la unu ma~ xlmumu sau la unu minimnmu alu funcțiunei у trebue a formă derivata de a duoa ordine Avemu, fy (y‘-ax) -[x~-ay](2y^-a^ dx2 (y2—ax)2, ’ Г2х-ааІ-^1=^(2У*У-sau ^y= 2 dx y2—ax dx dx» (У 1 (y2—ax)2 www dacoromanica ro 191 2x—а^+^(2у^—a) dx dx dx (у2=^У2 , sau S=~(y2~ax)- Ănsă —=o, prin urmare vomu ave dx d2y „ 2x dx2 у2—ax’ Я 3 in care punendu valorile x=aV2 y=aVl ni vine: d2y 2аУГ 2 o, or-care ar fi semnul lui Ti si k 13 www dacoromanica ro 194 In generalii dacă valorile x, у corespunda la lDu эітит și la unu minimum va trebui sa avemu f(x+h, y+k)—f(x, y) o pentru minimum li și Ic fiindu cătimi positive sau negative ănse foarte mici in valoare absolută Căndu funcțiunea f(x, y) și derivatele sale consecutive sunt continue și finite pentru valorile x și у corespundetoare la macsimumul sau minimumul acestei funcțiuni, atunci funcțiunea f(x+h, y+k) poate fi desvelita du-rpă seria lui Taylor, care ni dă: f(x+li, y+t)=£lx, y)+&+^k + Ѵ-^+2^-1ік+^И 1 2| dx2 dxdx dy2 +R; de unde: f(x+h, y + k)'—f(x,y)=^ h+^ k dx dy că funcțiunea f(x, y) să poată fi macsimum sau trebue^ d,upă cele се-amu dedusu din definițiunea ca semnul dife- Centra n minimum insăși a macsimumului și minimumului, rinței f(x+h, y+k)—f(x, y) să fie independinte de semnnl lui h și k Semnul ănsă alu membrului alu duoilea alu formului (3) este semnul părței ănteia *^h+—к care este cea mai insemnătoare și a căreia dx dy semnu se schimbă imprennă cu semnul lui h și к; prin ur-’ mane pentru ca semnul diferinței f(x + h, y+k)—f(x, y) să fie independinte de acelu alu lui к, к trebue să avemu: df, , df dx dy www dacoromanica ro 195 „și fiindcă h, к suntu independinți intre ei, va trebui а аѵё df df — =o, =o dx dy Valorile lui x și у trase din aceste ecuațiuni satișfacu atătu la macsimumul cătu și la тіпітгіпгиі funcțiunei f(x, y) Espresiunea diferenței f(x+h,y+k)—f(x, y), se reduce la f(x+h, y-f-k)—f(x,y)= 1 1 2 dxdy dy2 J + R Pentru ca f(x, y) să fie unu ‘macsimum trebue să avemu d2f d2f d2f —sh2+2—— hk-f-—-k2 această neecualitate se va scrie, d2f d2f к d2f d2f sau, pentru a simplifică punendu; , =p — =A, =B h dy2 dzdy (Pf dx2 =C, vomu ave, АЬ2Гр2-(-2^р +Ș-"| -f—-r parentesa va fi positivă; ceia ce ni arată că membrul ăntăiu alu neecualităței (6) nu va conserva acelașu semnu independinte de valorile lui p\ prin urmare trebue să avemu AC—B2>o sau B2—AC o sau 0 ' mY—£f ° Esemplu: Fie funcțiunea f(x,y)=x*-|-y4—2x2+4xy—2y2 De unde: ^îdx-|-^ =(4x3—4x-|-4y)dx-|-(4y3—4y-|-4x)dy care trebue să fie ecuale cu zero pentru ca f(x,y) să poată •fi macsimum sau minimum, prin urmare vomu аѵё: 4(x3—x+y)=o saux3—x-|-y=o și 4(y3—y4-x)=o sau y3—y-|-x=o, ' ' de unde adunăndu membru cătră membru ni vine: x34-y3=o de unde x=—у x3—2x—o, dă trei valori pentru x\ x=o; x=4;V5" de unde y=o; у=+У2* -de unde care Pentru a sci cu care din aceste valori funcțiunea f(x,y) admite unu macsimum, și cu care unu minimum, va trebui a forma diferențiala totală de a duoa ordine, a inlocui in www dacoromanica ro 198 espresiunile derivatelor parțiale ale acestei funcțiuni x și у prin valorile trase din ecuațiunle (11) și a ved6 caie din condițiuriile (9) și (10) suntu îndeplinite Avemu: ^ldx34- 2dxdv-|-^dy2=(12x2—4)dx2-|-8dxdy dx2 dxdy dy2 + (12y2—4)dy2 De unde cari pentrii condițiunea dd?=12x’-4 d2f =4 dxdv «=12y 4 dy* ■ sistemul de valori x=o y=o se reducu la: d2f d2f d2f —- = — 4 —=4—•=—4 dx4 dxdy dy2 / d2f \! d2f , \dxdy/ dx =° cat și minimumului este satisfăcută căci avemu: (4)2—16=o i- x d2f d*f re lângă aceasta avemu:— o ceia ce ni arată că dx- dx" Я+Ѵ2 ■+p/2~)—4+4—4— >o 1 2 adică C>»o și prin urmare, B>o A>o Resumăndu intr’unu singuru tablou condițiunile macsimumului și minimumului, vomu ave: Macsimum F2—BC oB>o C>o E2—AC 0 dx2 dy2 dx2 - d2f q2 d2f d2f dydzj dy2 dz2 / d2f daf d-’f d2f' ydxdz’dydz dxdydz^ d2f o >o—>o Avemu de asemene ’ dx2 dy2 dz2 2—(62—22 18) (IO2—26 18'»= 2— 360 368 P și adunăndu-le avemu: /dF dFt df\ , I 7—+—— I d? \dx dx dx / , , ZdF dF df\dz , +v4îid! /dF dF df\du I "T" ——- V | — - d*v 1 ———x; dxdy 2 de unde condițiunea “ d2v “l2 d2v d2v 12 pX2 dxdy dy2'dy2 4X X ceia ce ni arați! ca volumele paralelipipedului corespun^e-toriu la condițiunea: x=y=z=y^ este unu macsimumii www dacoromanica ro ww w dacoromanica ro